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AVIS DE L'EDITEIR.

Nous donnerons aux Noiwelles Annales, destinées

aux progrès de renseignement et dont la continuation

MOUS est confiée , le même soin qu'au Journal de Ma-

thématiques de M. Liouville, destiné aux progrès de la

science. Notre Librairie renfermant les principaux ou-

vrages didactiques tant anciens que modernes, et nos

relations commerciales avec FEurope géomètre , nous

donnent les moyens de procurer aux Rédacteurs de ce

Recueil les documents précieux, indispensables à leurs

travaux.

Nous ne négligerons rien pour que les Non^'elles An-

nales, remplissant le but de leur fondation
,
paraissent

mensuellement avec exactitude, et que l'exécution typo-

graphique, ainsi que celle des planches, répondent de

plus en plus aux vœux des abonnés.

A partir de janvier 1849, on devra adresser les de-

mandes d'abonnement à M. Bachelier, imprimeur-

libraire, quai des Augustins, n" 55.
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AVERTISSEMENT DES REDACTEIRS.

Les iVoMt^e//e5^/î7ia/e5 viennent d'aclievei'leur septième

année. Les suffrages honorables d'hommes compétents

nous permettent de croire que nous avons été de quelque

utilité à la science et à l'enseignement, aux professeurs et

aux élèves, double but que nous n'avons jamais perdu de

vue. Notre Recueil contient des renseignements instructifs

sous le rapport didactique et historique , sur toutes les

méthodes anciennes et nouvelles , sur les théories et ques-

tions, objets ordinaires des examens. Toutefois, dans le

monde intellectuel et politique , tout s'avance devant nous.

Et de nos jours, dans les sciences surtout, qui s'arrête,

recule. Delà , l'accroissement continuel, chez les nations

civilisées du globe , des productions périodiques qui en-

registrent incessamment tous les progrès du jour. Ainsi

rAllemagne, outre le Journal de Crelle, celui de Poggen-

dorf , le Journal polytechnique de Vienne, les annales

d'Astronomie de Schumacher, s'est encore enrichie , de-

puis 1845, d'un journal consacré aux sciences exactes^

sous ce titre : Archiv der Mathematik und Phjsik, mit

besonderer Rucksicht auf die Bedurfnisse der Lehrer an

hohernunterricht.s anstalten-, herausgegeben von Johann

August Grunert
,
professor an Greifswald , i845 [Archives

des Mathémaliques et de la Physique, ayant égard parti-
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culièreniejit aux besoins des profcsseuis aux institution.s

supérieures, publiées par Jean-Auguste Grunert, profes-

seur à Greifswald). L'Italie possède plusieurs Recueils

scientifiques où les Tortolini, les Chelini déposent leurs

beaux travaux géométriques. En Angleterre, outre le

Journal de 3Iathérnatiques de Cambridge et de Dublin,

publié par Thomson, et qui a pour collaborateurs les

frères Roberts , les Hamilion , les Cayley, et autres grands

géomètres contemporains*, outre les journaux scientifi-

ques d'Oxford , d'Edimbourg , il y a encore pour la partie

élémentaire : T/ie Matlieniatician , edited by INIessrs Ru-

therford and Fenwickoftbe royal militaryAcademy, i845>

vol. I et II [Le Mathématicien, publié par MM. Ru-

therford et Fenvsick de l'Académie royale militaire).

Le Journal de Dublin vient de commencer une seconde

série, et le mouvement mathématique est tellement

fort chez nos voisins au delà du détroit, qu'on réim-

prime une seconde édition de la première série. La géo-

métrie surtout ancienne et moderne y est cultivée avec

beaucoup d'ardeur. On y voit paraître de fréquentes tra-

ductions d'Euclide à l'usage des classes : qui en France

achèterait une telle traduction? Les neuf dixièmes de nos

élèves ignorent le nom d'Euclide , et l'on compterait facile-

ment le nombre de professeurs qui le lisent. Nous possédons

UU' seul journal consacré aux parties transcendantes de

la science et dirigé par un célèbre géomètre, journal qui

est l'émule de celui de Crelle ; mais tandis que le journal

prussien jouit de la haute protection de son gouverne-

lucul, celui delà France est bien loin d'avoir joui d'une
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telle protection sous le Gouvernement déchu; au contraire»

La République réparera- t-elle les torts de la monarchie?

Peut-être. Mais la justice nous oblige de dire que l'ancien

Gouvernement, peu avant sa chute, se disposait à en-

courager les Naturelles Annales par des souscriptions.

Ces dispositions bienveillantes seront-elles maintenues?

nous l'espérons.

Quoi qu'il en soit, la huitième année, nous ferons de-

nouveaux efforts pour mériter l'approbation du publi'-

géomètre : nous voulons que les Nouvelles Annales de-

viennent en quelque sorte un bureau de consultations

pour ceux qui se livrent avec amour à l'étude de la sainte

doctrine. Ainsi tous les professeurs des départements et

de la capitale pourront s'adresser par écrit ou verbale-

ment aux rédacteurs pour obtenir des renseignements

bibliographiques sur l'objet de leurs investigations. Dans

cette même vue, nous donnerons les énoncés mensuels

des articles des journaux étrangers ci-dessus mentionnés,

et avec des développements pour ceux qui en auraient

besoin.

Les élèves abonnés peuvent nous consulter sur les dif-

ficultés qu'ils rencontreraient dans les questions d'exa-

men, et nous nous engageons à leur en communiquer l.i

solution.



DE

MATHÉMATIQUES.

QUESTION D'EXAMEN SIR LE CONE DROIT;

Par m. Et. BIGOURDAN
,

Professeur de Mathématiques an lycée Moiige.

I. On a un cône droit circulaire SAB (fig. i, PI. I)-,

(run point O pris sur îa surface comme centre, avec un

rajon r, on décrit une courbe DM'IV ' sur la surface du

cône ^ on développe ensuite la surface sur un plan, et

Von demande Véquation de cette courbe après le déve-

loppement [que Von appelle la transformée de DM'N'),

Soit SAA' le développement de la surface du cône sur

le plan des deux génératrices opposées SA , SB , dont l'une

passe par le poin t O . SoientDMN la transformée deDM 'N '
;

M', M deux points correspondants , l'un sur la courbe

DM'JN ', l'autre sur son développement : de telle sorte que

si l'on enroulait la surface SAA' autour du cône , la

courbeDMN s'appliquerait sur DM'N', et le point M sur

le point M'. Nous appellerons a la longueur constante

SO, b la génératiice SA, H le rayon lA de la base, et /'

la droite OM', longueur du rayon avec lequel on a décril

la courbe. Pour irouverl cquatioiidc la iransforniécDMJN,

•lous la rapporterons à des coordonnées polaires dont S
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sera le pôle, et SA l'axe polaire. En menaul les droites

SMQ, SM'K, on aura donc

SM=:p, DSM = w.

Cela posé , en menant AK , on aura

ÂK' =r 2 ^>-— 2 Z>^ COS ASK.

Comme SM' = SM = p , on déduira du triangle OSM',

OM'' ou r^ = câ -h p- — 2«p ces ASK;

d'où l'on tire

cos ASK = -—^
2 0p

En substituant cette valeur dans l'expression de AK ,
on

aura facilement

Ir- — (n — p)-'

AK = /; i / ^-

V «p

Si l'on mène IK et que l'on fasse AIR = a, le rayon lA

étant R, il est clair que l'on aura

.a AK b //-'-(«-pF
(') ^"^2=^==^V â^

'

les arcs AK et AQ étant des arcs de même longueur ap-

partenant à des cercles dont les rayons sont R et /'
;
en

appelant a et o) les nombres de degrés de ces arcs, il est

clair que ces nombres sont en raison inverse de ces rayons,

et que l'on a

a : w : : b '. r-,

d'où l'on déduit

/;



2. Puisque la transformée est évidemment indépen-

dante de la longueur h de la génératrice du cône, corn-

Dient se fait-il que cette quantité se trouve dans son

équation ?

h se trouve, dans l'équation , toujours divisé par K*, or

on a

y =sinASI, ou - =cosécASI,

et il est clair que l'on pouvait prévoir à priori que l'équa-

tion de la transformée dépendrait de l'angle ASI
,
généra-

teur du cône. En représentant- par u , l'équation devient

(2
/ 2 V n^\ 2 / 2 V <7p

3. Disposer comme on ^voudra des constantes a, /

et y. ,
pour simplifier l'équation de la transformée.

En développant , il vient

— a- — p- + 2flp/f^\ _ fA /r' — (r- —
[

\ 2 / 2 V ao

et il est clair qu'en faisant r^a, et ensuite a = 1 , ce

qui donne

(^) ^'"(^) = ?'/^'
on aura une des équations les plus simples que Ton puisse

déduire de l'équation générale. Comme [i représente la

cosécantc de l'angle générateur du cône, ou ne peut pas

supposer que l'on ait
f/
= i, mais on peut faire f/.^ 2;

et alors, en supprimant le facteur p, commun aux deux

ternies de la fraction qui est sous le radical , il vient

(4) sin &j = \i — p.

4. Quelle est la signification géométrique des hypo-

i/icsf'S a :^^ r ^= I rf u. =. y ,'
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Faire a = /', c est supposer qu<; la courbe soil décrite

sur la surface du cône d'un point O comme centre, avec

un rayon égal à la dislance de ce point au sommet du

cône. Comme Funilé était complètement arbitraire jus-

qu'ici , faire «= i, c est prendre pour unité la distance

du point O au sommet du cône, en sorte que cette der-

nière hypothèse ne change rien aux données géométri-

ques j elle ne fait que simplifier l'équation. Puisque l'on

a - = u, faire u. = 2 , c'est supposer - = 2 ou Z> = 2IÎ
,R '

R.

ce qui change le cône donné en un cône équilatéral. 11 esi

visible encore que de l'ensemble de ces hypothèses, il ré-

sulte que la courbe DM'A' peut être considérée comme
l'intersection delà surface d'un cône équilatéral, et de

celle d'une sphère passant par son sommet et dont le

centre serait sur la surface du cône, et que l'équation (4)

est celle de la transformée de celte intersection, en sup-

posant que la longueur du rayon de la sphère soit prise

pour unité.

5. A-t-oii le droit de supprimer sans aucun examen

lefacteur p commun aux deux termes de la fraction qui

est sous le radical dans l'équation (3) ?

En faisant disparaîti'c le radical et le dénominateur de

r équation (3) , on peut s'assurer que p = o satisfait à l'é-

quation j dans ce cas , on n'a pas le droit de supprimer un

tel facteur avant de s'être assuré qu'il ne représente rien.

Or, dans la question présente, le point isolé situé au pôle,

représenté par p = o , est un point convenable, puisque

la sphère passe par le sommet du cône 5 on aurait donc

tort de supprimer le fadeur p sans en tenir compte.

6. Discuter la courbe sin w = y 2— p.

On a déduit

ô'i ,-5 =r 2 — sin'o).
K^j



Avec les hypollièses présentes, le eùne étant é{|uilatéial

,

sa surface développée sera un demi-cercle, tel que AlVA'

{fig- ^) , dont le rayon sera SA
,
génératrice du cône,

tandis que la transformée sera une courbe telle que ONT)',

qu'il s'agit de discuter.

En faisant w = o dans l'équation (5) , il vient

sin 0) = o et p = 2.

b^n prenant SD = i , c'est-à-dire SD := 2SO, le point D
sera un des points du lieu j w croissant, sin^w croit, tandis

que p décroit sans cesse, jusqu'à ce que l'on ait w = 90",

([ui donne p = i. En élevant SN perpendiculaire sur SA
,

et prenant SN = SO = i , N sera un des points du lieu
,

et 1 on aura ainsi obtenu la partieDMN de la courbe.

0) continuant de croître jusqu'à 180 degrés, on obtien-

dra une seconde partie NM'D' de la courbe qui sera sy-

métrique de la première. En donnant à o) des valeurs plus

grandes que 180 degrés , on obtiendrait à la gauclie de DD'

une autre partie de courbe D'LD, symétrique de DND'
;

mais si Ton ne veut construire que la transformée de

lintersection du cône et de la sphère, la partie DND'
suffira.

7. Pourrait-on interpréter géojnétriquement la partie

D'LD de la courbe?

Pour cela, il suffit de remarquer que, si l'on avait un

cercle AB'A'B" [fig. 2), dont la surface serait coupée

selon le rayon AS, et qu'ensuite on enroulât cette surface

sur un cône équilatéral , on aurait une double surface co-

nique qui serait coupée par la spbère précédente, selon

une courbe dont la transformée aurait pour équation

p = 2 — sin'w,

et qui serait représentée par la courbe complète DND'LD.
En continuant de donner à w des valeurs croissantes

depuis 0) = 36o° jusqu'à o) = 00 , on obtiendrait une
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série de courbes égales à DND'L, et qui se recouvriraiem

exactement; ces courbes supposées pourraient être consi-

dérées comme la transformée de l'intersection d'un cône

équilatéral formé d'une surface continue
,
qui ferait une

infinité de circonvolutions sur elle-même, avec une

splière passant par sou sommet, et dont le centre serait

sur la surface conique.

8. Pouvait-on prévoir à priori que la perpendiculaire

à l'axe polaire
,
passant par le pôle , rencontrerait la

courhe à une distance égale à l'unité?

Puisque le cône est équilatéral , si l'on mène ON' pa-

rallèle à AB [Jig. 2) , on aura ON' = OS = i -, la sphère

dont le centre est en O, et dont le rayon est l'unité, pas-

sera donc par le point N', ainsi que la section qu'elle dé-

termine sur la surface du cône. Or, dans le développement

de la surface du cône, il est visible que la génératrice SN',

opposée à SO, se placera sur une perpendiculaire à SO
passant par S; comme la dislance de N' à S ne cliange

pas pendant le développement , le point N' se trouvera

sur cette perpendiculaire en N , à une distance égale à

l'unité. Ce qu il fallait faire voir.

9. Discussion de la tangente.

En appelant V l'angle SMT que la tangente en M forme

avec le rayon passant par le point de contact, on sait que

l'on a

Ptang V

^)
lim.

Or on a

p rz: a — sin' oj
, p H- /- = 2 — sin^ (w h- //) ;

d'où l'on déduit successivement

k = [sin w -h sin (w.+ h)] [sin w — sin (w -|- //)]

,

• / ^A / 'A / 'A • / 'A^ = 2sm I w H—
I

ces (

1

.2COS I oj H— 1 sin ( 1
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.
(Il

/
- — — 2Sin
n

/ 1.\
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Un ou déduit

2 — sin'f.)
SUl w = : •> \n.=-±sj\.

Eu appelant (3 le plus petit arc positif dont le sinus est

Kl -^i il est visible que les points M, M', m\ m [fig. a)

,

correspondants à o:» = (3, w = i8o— (3 , w = i8o + (3,

(,) = 36o — |S , sont des points où la tangente est parallèle

à l'axe polaire. D'après ce que l'on connaît de la courbe,

on voit aussi que ces quatre points , également distants

de l'axe polaire, sont ceux qui en sont le plus éloignés.

Si l'on demande la distance commune de ces quatre

points à l'axe polaire, on a

MP=psin^ = (2-sin^^)sinl3=(2-|)
Y/|

= -^.y^|,

quantité plus grande que A.

H. En cherchant les points auxquels la tangente est

parallèle à l'axe polaire, comment se fait-il que l'on

n'ait pas retrouué les points N, L, qui jouissetit de cette

propriété?

C'est parce que, pour résoudre l'équation (6), à la-

quelle on avait été conduit pour trouver tous les points

jouissant de cette propriété, on a supprimé, sans en tenir

compte, le facteur •, ce que l'on n'avait pas le droit
COS Oi

de faire. En effet, pour w = 90°, ce facteur devient in-

fini. Le premier membre de l'équation (6) ,
qui représente

tang w , devient donc infini , ainsi que le second membre,

qui représente — tang V. Pour w = 90°, on a donc

tang V = — tang w,

et l'on sait que c est une condition suffisante pour qu'à

cette valeur de w il corresponde dans la courbe un point



( '7 )

auquel la langenie soit parallèle à Taxe polaire. On voit

de même qu'il doit coiTespondre un deuxième point ana-

logue à 0) = 270".

En poursuivant cette discussion, on verrait que la

courbe présente une inflexion I entre les points N et M;
en sorte que, de N en I, elle tourne sa convexité vers

l'axe polaire, et sa concavité de I en M, et que le

point N est un point minimum , et M un point maximum,
par rapport à ce même axe polaire.

12. On a dit précédemment (n" 3) que l'on ne pou-

vait supposer pL= i dans Véquation (3) ;
que donnerait-

elle si Vony faisait cependant |7. =1 i ?

Ou aurait

. w I /r'—{a — ^f
sin - = - \/ ^ — ;

2 2 V fio

et comme

W /l

en substituant, élevant au carré et réduisant, il viendra

enfin

[-'^ — ia COS oa . p --h «' — /• ^ = o

.

En discutant cette équation , on trouvera facilement

qu'elle représente un cercle dont le centre est sur l'axe

polaire, à une distance du pôle représentée par a, et

dont le rayon est r.

13. Peut-on interpréter géométriquement ce résultat?

Pour cela il suffit d'observer que,
f/

étant la cosécantc

de l'angle générateur du cône , à mesure que [x approche

de l'unité, cet angle augmente et approche de 90 degrés,

valeur qu'il atteint pour p. = i . Or il est visible qu'à cette

limite la surface du cône est devenue un plan, que la

courbe DM'N' {fig. i) est un cercle de rayon /•, dont le

centre est en O , distant de s d'une quantité a , et qu'enfin

inii. Jf Mullit'/iuti. , l. VIl[. ( J;mvier i84()
)

^
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cette courbe doit être identique avec sa trazisforinée; ce

qui est conforme à ce que l'on a trouvé par l'analyse.

14. En considérant le plan de la base du cône comme
un plan horizontal , et le plan SAB comme un plan ver-

tical , trousser les équations des projections horizontales

et verticales de la courbe DM'N' du ri^ \.

Cette question peut être considérée comme un nou^^eau

problème ainsi conçu :

Un cône droit circulaire est coupé par une sphère de

rayon r dont le centre est situé sur la surface du cône ^

on projette l'intersection de ces deux surfaces , i° sur le

plan de la base du cône ^ "iP sur le plan des deux géné-

ratrices opposées passant par le centre de la sphère , et

l'on demande les équations de ces deux projections.

Nous emploierons les mêmes données que précédem-

ment , et, en outre, nous appellerons h la hauteur SI

du cône {fig. 3). M' étant un point quelconque de Tinter-

section des deux surfaces, si l'on mène la génératrice

SM'K , le rayon IK et la droite M'm parallèle à l'axe SI,

il est clair que le point m est un des points de la projec-

tion horizontale dont il faut trouver l'équation. Pour cela

,

nous prendrons des coordonnées polaires dont lA sera

l'axe et I le pôle ; en sorte que l'on aura

Im = p, AIK = M.

Cela posé , comme Im est la projection de SM'sur le plan

horizontal, en appelant a l'angle générateur du cône, on

a successivement

Im ou p = SM' sin a , IR ou R = è sin a et SM' = P 5- '

En joignant OM' dans le triangle OSM', on aura

OM'^ = SO^ + SM'= — 2SO . SM' . CCS OSM',

ou

{rj) ,.=,„:^_P_____peosOSM'.
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Si l'on conçoit une sphère de rayon i ayani son centre

en S . les trois plans ISK , ISA , KSA détermineront sur

sa surface un triangle spliérique dont deux côtés seront

chacun la mesure de Tangle a générateur du cône , dont

le troisième côté sera la mesure de l'angle OSM', et dont

l'angle opposé à ce dernier côté sera visiblement langle o).

Par une formule connue, on aura donc

ces OSM' := ces' a + sin' a cos w.

R /iP—K' h .- .

LiOmme sm a = -r • t'os a = 1/ —y-— = y , il vient
b \ 0^ h

^„.,, /i- + R-cos w
cos OSM' = — j-

En substituant cette valeur dans l'équation (7) , il viendra,

toute réduction faite,

2«R /7r -f- R= cos w\
, ,

R-
(8) P^

- -y- ( ^, ) ? + («^ - r')
^. = o.

Telle sera l'équation de la projection horizontale de 1 in-

tersection des deux surfaces.

Pour trouver l'équation de la projection verticale , nous

conserverons les mêmes données que précédemment , et

nous observerons que si 1 on abaisse M' m' perpendiculaire

sur le plan ASB , le lieu des points tel que m' est celui dont

il faut trouver l'équation. Pour cela, nous prendrons SO
pour axe polaire, le pôle étant en S , en sorte que Ton

aura
S>m' = 0, OSM' = w.

On voit ensuite que l'on a

Sw' = SM'cos/?z'SM',

d'où

^^^ "^
cos/;/'SM'

'

on a aussi

Ôm' = sm' + s5'— 2SM'. SO . cos OSM',

2.



d'où

Çj- 2flû.COS OSM'
^^^ '"" ~

cos^>7j'SM' ^ "
cos /«' SM'

Si, comme précédemment , on conçoit une sjDlière de

rayon i dont le centre soit en S , les plans des trois angles

OSM', 77z'SM', OSM' détermineront sur sa surface un

triangle spliérique dont un côté sera la mesure de l'an-

gle 0) , le second la mesure de l'angle 77z'SM', et le troi-

sième la mesure de l'angle OSM'. L'angle du triangle

spliérique opposé à ce dernier côté sera évidemment

droit, puisque le plan SM'm' qui passe par M' m' est per-

pendiculaire sur le plan OSm' . On aura donc
,
par un

théorème connu

,

cos OSM' = cos w cos w'SM' ;

d'où

cosOSi\r _
côs'w'SM'

— '*'^'"-

Cette même sphère , dont le centre est en S , déterminera

un second triangle sphérique dont les côtés seront les me-

sures des angles m'SI = a — œ, m'SM et a. L'angle de

ce triangle sphéi^ique opposé au côté a étant droit, pour

la même raison que précédemment, on aura

cos y. = cos /«'SM' cos (x — m)
;

doii

, ,, cos a
cos ni SM =z ; r .

cos (a — w

)

En substituant ces valeurs daïis l'équation (9) , on aura

p- . COS' i a— w
)

7-' r= + n- — 7.ap cos 0).

cos-

a

En développant cos (« — (.j) , on en déduira facilement

( cos w -h tang a . sin &>)' — 2 ap ros o -f- «' — r- = o.
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Telle sera 1 équation de la projection verticale de 1 inter-

section des deux surfaces. Si l'on passe aux coordonnées

rectilignes rectangulaires, elle deviendra

( I o) (j^ -\- tang a .j-y — 1 ax H- «'— r ^ = o

.

La projection verticale est donc une courbe du second

degré*, on voit même que c est une parabole, puisque

les termes du second degré forment un carré parfait par

rapport aux variables. M. Binet a démontré que . lorsque

deux surfaces du second ordre ont un plan principal

commun, leur intersection se projette toujours sur ce

plan principal suivant une courbe du second degré. Le

plan ASB pouvant visiblement être considéré comme un

plan principal commun à nos deux surfaces, on pouvait

prévoir, d'après le théorème de M. Binet, que leur inter-

section se projetterait dans ce plan selon une courbe du

second degré.

15. Faire subir aux équations des deux projections

les simplifications du n° 3.

Si Ion introduit dans (8) l'hypothèse a =^ r = i et

?-=-, comme h"- = b' - R' = 4R' — R» = 3R% l'é-

qualion de la projection verticale sera

( 3 H- CCS w
)

f
4

p = o
>

qui se décompose en

3 -+- CCS «

4

L'équation p = o représente un point isolé situé au

pôle 1 , ce qui est convenable. Quant à la courbe

3 -f- cos w 11- ' !•

p = y
, nous la laissons a discuter, ce qui ne pré-

sente pas de difficulté.

Si Ton fait a= r= i dans léquation (lo) de la pro-
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jection verticale, elle deviendra d abord

(x -\- tang aj')- — 2x = o ;

R I

et, comme avec l'hypothèse — =:-» on a évidemment
O 2

1 v3
'

sin y. = -, cos a = — •> tane a = ~;= •

2 2 " yj

Dans ce cas particulier, l'équation de la projection ver-

ticale sera

En discutant cette courbe dans sa véritable position

,

on trouve que c'est une parabole DNS {Jig- 2) qui passe

par les points D , ]N', S: qu'en ce dernier point elle est

tangente à SB' perpendiculaire sur SA ; que son axe est

parallèle à AB, et que son foyer est situé sur la géné-

ratrice SB (*).

THÉORÈME SIR LES SlRFACES COIRBES ALGÉBRIQIES;

Par m. LEBESGUE.

Si , autour d'un point fixe, on fait tourner une trans-

versale
,
qui rencontre une surface géométrique en autant

(') 1°. Le théorème cité de M. Binet est évident; prenant le plan prin-

cipal commun pour plan des xy , les équations des surfaces sont

3'-+-P = o, z*-t-Q= o;

P et Q sont des fonctions en j:
, r du second degré : donc F— Q= o est l'é-

quation de la projection de l'intersection sur le plan principal commun.

2°. La courbe représentée par l'équation ^p = 3 -*- cosu est une podaire,

c'est-à-dire la projection d'un point sur les tanfjentes à une conique

t. IV, p. ffîH). Tm.
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de points A , B, elc
. ,
qu'elle a de dimensions, et qu'on prenne

sur cette transversale , dans chacune de ses positions , un
point M tel que la valeur inverse de sa distance au point

fixe soit moyenne arithmétique entre les valeurs inverses

des distances des points A , B, etc
.
, à ce point fixe , le point

M aura pour lieu géométrique un plan.

On voit, dans VAperçu historique de M. Chasles, que

Cotes a énoncé le théorème pour les courbes algébriques,

ou, comme on dit, géométriques.

La démonstration se donne en peu de mots, même
pour le cas des surfaces.

Soit

(i) A-t-(Bj:+ Cj-+ Dz)4-...4-(...-hPj;''-l-Q7"-i-R2'')= o

l'équation d'une surface géométrique du n'^'"' degré ou de

n dimensions. Prenons d'abord pour point fixe l'origine,

et menons la transversale x = pz^y^=qz-^ l'équation ( i
)

donnera de suite, en substituant et divisant par z"^

w(^)-r-^±^)(-.)"^v....(,..p...^Q,..^K)=o,

et si l'on représente par ^,, j:,,..., z„ les n valeurs de z^

on aura

-H 1-. ..+ - = — {-^ /

Si l'on représente par X, Y, Z les coordonnées du point

M, et par ri, /2 ,. .. , r„ les distances à l'origine des points

d'intersection de la surface et de la transversale , et enfin

par R la distance de M à l'origine, l'équation indiquée

par l'énoncé

II in
r, /•, ;•„ R

donne de suite II in
-H \-.. .-i-- =-,
Si Z, Z„ Z -
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puisque 1 on a

/•, = z, y/i + /»- -H y- -f- . . . = Z, /-

,

et ainsi des autres. I,a suppression d'un facteur commuiî

donne donc

2
I Bp-{-Cq -i-D _ n

7i '

A Z

ou bien

B/^Z + Cf/Z 4- DZ + »A = 0-.

et comme Ton a

on aura enfin

(3) BX H- CT + DZ -f- «A — o

,

équation d'un plan.

Si le point fixe ii est pas à l'origine, et que ses coor-

données soient rt, Z>, c, on prendra ce point pour origine

de nouveaux axes parallèles aux premiers , en posant

X =: a + x', y =z b -\- y', z ^= c -\- z'
;

et si l'équation (i) eslf{x,j\ z) = o, elle deviendra

f{x' + a
, y -h b, z' -h <) = o

,

ou bien , en développant

,

Le lieu cherché sera donc

X'^+ Y' ^-h Z'%+ nf{a, b,c) = o
,

(ia db de

OU, en repassant aux premiers axes,

(4) (X - «) ;^4- ( Y - b) -|"+ iZ - ^^) I + nf{a, b, <:) = o.
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Il est à lemarqmr que eette équation serait celle du plan

langent si l'on avait ^ («, Z>, f) = o, ou si le point fixe

était sur la surface.

Si, dans 1 équation (i), on remplace x^y^ z par

_, _, 1, elle devient homogène et peut se mettre sous la
u u a

forme

clf 'if df df

'''7û^^'^-^'dz-^"-dr.-'' = "-^'^^^'''''"^-'

alors l'équation (4) devient

^if y4f 7#" _^_
^ ' da db de du

[Foyez à ce sujet les Nouvelles Annales , t. VII, p. 5.)

Pour n = 1 ^ ou le cas des surfaces du second degré

,

l'équation (4) n'est autre que le plan polaire du pôle

(rt, /;, c). Il parait assez naturel de prendre ce tliéorème

pour point de départ de la théorie des pôles et polaires
,

ainsi que Ta fait M. Terquem dans ses relations d'identité.

^ T I 2 . , I I I 1

Comme 1

= - revient a 7; = ;t
' ou

r, Tj R ^, R R /•,

bien encore à

R— / , / 2 — R

on reconnaît que les cordes issues du point fixe sont di-

visées harmoniquement par le point fixe et par le point JM.

Voici une autre propriété du plan polaire pour les sur-

faces du second degré.

Par un point fixe
,
prenons trois transversales coupant

la surface, la première aux points a, a', la deuxième aux

points |S
,
/S', la troisième aux points y, y' . Les trois trans-

versales n'étant point dans un même plan, si Ton cherche

les intersections des plans ajSy, a'jS'y'; «i^'y', «'/^y,

V/, ^'«y; yy.'[^\ /«^; c.^y\ a',S'y5 «y;3', «'/|5

,
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(3ya', jS'y'a, on verra qu'ils se croisent quatre à quatre

sur le plan polaire.

Prenons, en effet, les trois transversales pour les axes,

et soient a:i,o,o; ^2,0, o les coordonnées des points

a,a'j de même, o,ri, 05 0,^)^250 les coordonnées des

points j3, (3'-, et enfin o, o, ^i ^ o, o, z^_ les coordonnées

des points y, 7'. Les plans oi^' y' ^ «7^7 auront pour équa-

tions

X Y z X y Z
h — -f--=i, — H- — -4-- = i.

Ajoutant membre à membre

.t(- + -)+j( — + -\ 4-3(-+-)=2,
\x, Xt,} \;-, J2/ \z, Z2/

ce plan contiendra l'intersection des deux premiers^ or,

d'après l'équation

A + Bx + Cj + Dz + . . . = o

,

on a
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et le lieu des poiiils de croisement

(6) B,^' + C,7'-|-D,z'-h2A, = o,

et comme le développement de

f{x, y, z) = f{a 4- mx! -{-ny' +pz, b -h m'a:' + n'y' -+- p'z

,

c + m"x' + n"y' +;/'z) = o

donne

B, = m^-V- m'^ -I- m" -f ,

(la do de

A, = f[n, b,c),

<lf

da db de

df ,df „df

l'équation (6) deviendra

^(^„,:^'^ny'-hpz')-^'-^{m'x'-\-n'y'^jj'z']
da do

-\-J-(m"x' -{. n"y' -^p"z') + if (a, b, c)= o,
de

ou encore

équation du plan polaire.

Ces propositions sur le plan polaire sont le fondement

des autxes
,
que notre but n'est pas d'exposer-, nous nous

contenterons d'ajouter que la méthode des homogènes

,

citée plus haut , simplifie la théorie analytique des polaires

réciproques. C'est ce que nous verrons sans doute dans la

suite de l'article de M. Terquem (l. VII, p. 5 et 4io).
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DES QIAOTITÉS NÉGATIVES.

l'sage qoe l'on fait eu algèbre des signes -f- et — ; règles des signes

du calcul algébrique; utilité des conventions relatives au calcul des

quantités négatives^

Par m. El. GUILLON,

Maître surveillant à l'Ecole Normale.

La résolution des problèmes dépend de celle des équa-

tions, et la résolution des équations exige que Ton sache

clîectuer sur les polynômes (pai'mi lesquels nous com-

pi'endrons toujours les monômes) les transformations ou

opérations qui constituent le calcul algébrique.

On appelle polynôme un assemblage de quantités réu-

nies entre elles par les signes -f- et — . Chacune de ces

quantités, prise avec son signe, s'appelle un ternie du

poljîiôme j nous appellerons termes positifs ceux qui ont

le signe 4- , et termes négatifs ceux qui ont le signe— (*).

Nous parlerons aussi de valeur absolue d'un terme ; nous

entendrons par là la valeur de ce terme, abstraction faite

de son signe. Pour plus de simplicité dans les énoncés que

nous aurons à donner, nous comprendrons la première

quantité quand elle n'aura pas de signe, parmi celles qui

sont précédées du signe -h.

Il semble tout naturel de regarder un polynôme , tel que

a — b -{- c — d. . . , comme représentant un nombre ou

une quantité qui doit être obtenue en retranchant b de a,

puis en ajoutant c au résultat, etc. 5 mais alors il faudrait,

pour qu'un polynôme représentât une quantité
,
que

(*) Nous donnons |)our un inoinciil celte définilion qu'il sera nécessaire

de modilier plus tard
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1 ordre des ternies fût tel
,
qu'on ne rencoiitiàt pas de sous-

traction impossible; car, autrement, ce polynôme ne re-

présenterait rien. Or il serait très-gènanl, et sans aucuiie

utilité , de s'astreindre à éci'ire les termes d'un polynôme

dans un ordre plutôt que dans tout autre. Ce qu'il importe

de considérer dans un polynôme, ce n'est pas Tordre de

ses termes, mais sa valeur ; on appelle ainsi la dilîerence

entre la somme des valeurs absolues de ses termes positifs

et la somme des valeurs absolues de ses termes négatifs.

Ainsi, dans un polynôme, les soustractions indiquées

peuvent être impossibles , et même un polynôme peut

commencer par un ou plusieurs termes négatifs. Si nous

ajoutons que Ton fait usage en algèbre, pour les avantages

qu'il ou résulte, de polynômes dans lesquels la somme des

valeurs absolues des termes positifs est moindre que la

somme des valeurs absolues des termes négatifs-, que ce

qu'il y a à considérer dans de pareils polynômes , c'est leur

valeur négative , ou la diiférence entre les deux sommes
dont il s'agit précédée du signe— 5 alors nous serons con-

duits à dire qu'au lieu de regarder dans un polynôme les

sjgues 4- et — comme indiquant des additions et des

soustractions à etïectuer, il est préférable de les regarder

comme servant à partager les tei'mes en deux classes, dont

chacune fournit l'une des deux sommes desquelles dépend

le nombre réel ou fictif, ou, comme on dit, positif ou

négatif, que nous avons appelé la valeur du poly-

nôme.

La question suivante, extrêmement simple, servira à

éclaircir ce qui précède :

Un banquier a payé différentes sommes , et il en a

reçu d'autres : on demande la somme que définiti^^ement

il a déboursée.

Il est bien clair que cette somme n est autre chose

f|ue la valeur , telle que nous l'avons définie, du polv-
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iiôme dont les termes positifs ont pour valeurs absohus

les sommes payées, et dont les termes négatifs ont pour

valeurs absolues les sommes reçues. C'est de cette va-

leur seulement qu'on doit s'occuper, et nullement de Tor-

dre dans lequel on écrit les termes du polynôme.

Dans la question précédente on ne pouvait demander

quelle était la somme que le banquier avait définitivement

déboursée, qu'en supposant que le banquier avait dé-

boursé plus qu'il n'avait reçu-, si le contraire avait eu lieu
,

on aurait eu à se demander quelle était définitivement la

somme i^eçue. Cette somme n'eût été autre chose que la

valeur du polynôme dont les termes positifs auraient eu

pour valeurs absolues les sommes reçues , et dont les

termes négatifs auraient eu pour valeurs absolues les

sommes payées. Ce polynôme aurait pu s'obtenir au moyen
de celui que l'on a été conduit à considérer dans l'autre

problème, en changeant dans ce dernier polynôme les si-

gnes de tous ses termes. Si 1 un des deux problèmes estpos-

sîble, l'autre ne l'est pas \ si l'un des polynômes a une

valeur, l'autre n'eu a pas. Si l'on veut s'exprimer de la

manière que nous avons fait connaître , on dira : Si l'un

des polynômes est positif, l'autre est négatif. Ce que nous

voulons surtout faire remarquer ici , c'est que , si le poly-

nôme dont la valeur ferait connaitre la somme cherchée,

dans le cas où il serait positif, se trouve être négatif, sa

valeur est juste égale absolument et de signe contraire

à celle du polynôme qu'on aurait dû écrire \ d'où résulte

qu'on aurait pu se borner à considérer l'un de ces deux

polynômes, et l'on eût connu par le signe de sa valeur et

par sa valeur absolue, i° quelle était celle des deux ques-

tions qui était possible; 2" quel était le résultat cherché.

La question qu'on s'était proposée est possible, si le poly-

nôme qu'elle conduit à considérer est positif, et sa valeur

fait connailie la somme cherchée. La question qu'on s'é-
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tait proposée est impossible, et c est l'autre qui est pos-

sible, si le polynôme considéré est négatif; et, en suppri-

mant le signe de sa valeur, on obtiendra le résultat que

Ton devait chercher.

On aurait pu proposer une question plus générale que

chacune des deux précédentes et qui les aurait complaises

toutes deux : on aurait pu demander, non pas quelle était la

somme déhnitivement déboursée ou reçue, mais quelle

était la variation survenue dans la somme possédée par le

banquier. Cette variation eût été, pour un ensemble de

cas particuliers, la valeur d'un certain polynôme, et, pour

d'autres cas, la valeur du polynôme de signes contraires.

Quand on résovit des problèmes généralement, il arrive

souvent, comme dans l'exemple ci-dessus, que pour un

ensemble de cas particuliers on est conduit à considérer

certains polynômes , et ces polynômes changés de signes

pour d'autres cas particuliers. On peut alors ne considérer

qu'une seule espèce de polynômes , et déduire des résul-

tats des calculs ellectués comme ils devraient l'être si ces

polynômes étaient positifs, les solutions qui conviennent

aux cas où ils sont négatifs. Ce qui constitue le calcul al-

gébrique, c'est non-seulement l'ensemble des règles au

moyen desquelles on peut trouver un polynôme qui soit

en réalité, par rapport à des polynômes positifs, une

somme, une dillërence, etc. , mais encore l'ensemble des

règles à l'aide desquelles on peut , au moyen des résultats

d'opérations elfectuées sur certains polynômes, obtenir

ceux qui fourniraient d'autres polynômes qui se dédui-

raient des premiers, soit par le changement des signes

de tous leurs termes , soit encore par d'autres changements

dont il sera question bientôt. On conçoit qu'il v aura de

l'utilité à soumettre les polynômes négatifs aux mêmes
calculs que les polynômes positifs, si, des résultats aux-

quels on sera conduit, on peut facilement déduire ceux que
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l'on a besoin de connaître. C'est, comme nous le verrons
,

ce qui a lieu effectivement.

Avant d'apprendre à eiïecluer des opérations sur les

polynômes, il importe de faire connaître quelques pro-

priétés de leurs valeurs. De la définition que nous avons

donnée, résulte que la valeur d'un polynôme n'est pas al-

térée quand on augmente ou qu'on diminue d'un même
nombre deux termes, dont l'un est positif et l'autre né-

gatif; par suite , on peut , sans altérer la valeur d'un poly-

nôme, supprimer un terme, positif ou négatif, pourvu

qu'on diminue la valeur absolue d'un terme négatif ou

positif de la valeur absolue du premier. Ainsi les deux

termes -}- 7 et — 4 pourront être remplacés par le terme

-1-3; les deux ternies— 7 et -h 4 pourraient être rem-

placés par le terme — 3.

Plus généralement , tant de termes d'un polynôme qu'on

voudra peuvent être remplacés par un seul
,
qui est la dif-

férence entre la somme des valeurs absolue des termes po-

sitifs et la somme des valeurs absolues des termes négatifs,

cette diiférence étant précédée du signe des termes qui ont

fourni la plus grande somme.

Nous passons actuellement à l'exposé des règles à suivre

pour eifectuer les opérations algébriques. On a donné à

ces opérations les noms ^addition , soustraction, etc.,

parce que les résultats qu'elles fournissent , lorsque l'on

ne considère que des polynômes positifs , sont analogues

à ceux que l'on obtient par les opérations de l'arithmé-

tique.

De raddition.

On appelle somme de plusieurs polynômes positif.^

,

un autre polynôme qui a pour valeur la somme des va-

leurs des premiers.

Il est facile de déduire de cette définition la règle

suivante ;
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Pour obtenir la somme de plusieurs polynômes positifs,

il suffit de les écrire les uns à la suite des autres, en con-

servant à chaque terme son signe. 11 faut se rappeler que

le premier terme d'un polynôme, quand il n'a pas de

signe , est rangé parmi ceux qui ont le signe -{-.

Cette règle on l'étend, soit à l'addition de polynômes

dont les uns sont positifs et les autres négatifs, soit à l'ad-

dition de polynômes tous négatifs -, c'est-à-dire que l'on

convient de regarder dans tous les cas comme la somme
de plusieurs polynômes, un autre polynôme déduit de

ceux-ci selon la règle énoncée.

Il résulte évidemment de celle convention et des remar-

ques que nous avons faites sur la valeur d'un polynôme,

qu'un polynôme qui est la somme de plusieurs autres,

parmi lesquels il s'en trouve de négatifs, a pour valeur la

ditlerence entre la somme des valeurs absolues de ceux qui

sont positifs et la somme des valeurs absolues de ceux qui

sont négatifs , cette ditlerence étant précédée du signe des

polynômes qui ont fourni la plus grande somme. Si les

polynômes ajoutés étaient tous négatifs, on trouverait pour

leur somme un polynôme négatif, dont la valeur absolue

serait la somme des valeurs absolues des polynômes

ajoutés.

De la soustraction,

La soustraction a pour but , étant donnés la somme de

deux polynômes et l'un de ceux-ci , de trouver l'autre. On
donne au résultat de celte opération le même nom qu'en

arithmétique.

On obtiendra un polynôme qui soit la difleience de

deux autres, en écrivant à la suite du polynôme dont

on veut soustraire, le polynôme à soustraire, après avoir

changé les signes de tous les termes de ce dernier. Il est

clair, en ellet, que, si au résultat ainsi obtenu, on ajoute

Ann. de Mothémm., tome Vlll. (Janvier 1849 )
-^
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le polynôme soustrait , on obtiendra le polynôme dont on

soustrait. On peut remarquer que , soustraire un poly-

nôme, revient à ajouter le polynôme de signes contraires,

et, comme l'on sait, les résultats auxquels conduit l'addi-

tion, cette remarque permettra de dire ceux auxquels

conduit la soustraction.

De la multiplication.

La multiplication a pour but, deux polynômes étant

donnés , d'en trouver un troisième qui soit le produit des

deux premiers. On appelle produit de deux polynômes

positifs un autre polynôme dont la valeur soit le produit

des valeui^s des deux premiers.

Soit d'abord proposé de trouver le produit d'un binôme

a -\-b ou a— b par un monôme /w; que m soit entier,

fractionnaire ou incommensurable , il est facile de voir

que le produit est ani -+- hin dans le premier cas , et

am— bm dans le second.

Soit actuellement proposé de multiplier un polynôme

positif a — b — c -\- d— e par un monôme m \ le produit

s'obtiendra eu multipliant dans ce polynôme cbacuu des

nombres a, b^ c^ etc., par m. En eifet, soit P la valeur

du polynôme proposé : le produit que nous cherchons doit

être égal à P/n 5 mais si l'on représente par P' la valeur

de l'ensemble des termes du polynôme P, à l'exception

d'un seul , — e , de telle façon que P soit égal au binôme

P'— e, le produit cherché sera égal à (P'

—

e)r?i=i^Vm— ern.

De même , si l'on désigne par P" la valeur de l'ensemble

des termes de P', à l'exception d'un seul, -|- d, de façon

que P= P" -f- r/, on aura

P'w = V"m -\-(fm,

t't, par suite,

Pni = P"/?/ + dm — e/n.



( 35
)

Eu continuant ainsi , on finira par obtenir la relation

P//? = am — bru — cm -\- dm — cm
,

qui est celle à laquelle nous voulions parvenir.

Nous nous sommes appuyés , dans la démonstration

précédente , sur ce que le produit du binôme a— b par m.

et, par suite, le produit du binôme — b -\- a par w, est

am — bm , dans le cas où h est plus petit que a. Dès lors,

pour que cette démonstration ne soit pas en défaut , il est

nécessaire que les binômes P'— e, P" -h d^ etc. , soient

tous positifs ; mais c'est ce qui a lieu nécessairement quand

on suppose, comme nous lavons fait, que le polynôme

multiplicande est positif, puisque ces binômes ont tous

pour valeur celle de ce polynôme. Donc il est toujours

vrai de dire que le produit dun polynôme positif

a — b— c -i- d— e par un monôme positif /n s obtient

en multipliant dans ce polynôme chacun des nombres

a, è, etc., par in.

Si l'on remarque qu'on peut , sans altérer la valeur d un

produit, changer Tordre de ses facteurs, on conclura que

le produit d'un monôme j?i par un polynôme positif

a — b — c -+ d— e s'obtiendra en multipliant dans le

polynôme chacun des nombres «, ^, etc., par m.

Supposons maintenant qu'on ait à multiplier un poly-

nôme positif a — h — c -h d— e par un polynôme posi-

tif m — n -{- p — «7. Si P i^eprésente la valeur du poly-

nôme multiplicande, le produit cherché sera égal à

P {m— n -h p — g) = Pm— Vn + Vp — Vç ^ mais le

produit Pm s'obtiendra en multipliant dans le multipli-

cande les valeurs absolues de ses termes par m. Le produit

Pn s'obtiendra dune manière analogue, et — P« ne sera

autre chose que la valeur de ce produit changé de signe:

de sorte que , dans l'expression trouvée plus haut du pro-

duit cherché
, ou peut remplacer — Paz par le polynôme

qu'on obtient en multipliant dans le polynôme de signes
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contraires à ceux du multiplicande , les nombres a^h, etc.

,

par VI. En continuant ainsi , on arrive à cette règle

générale :

Les termes du produit de deux polynômes positifs s'ob-

tiennent
,
quant à leurs valeurs absolues, en multipliant

les valeurs absolues des termes du multiplicande par les

valeurs absolues des termes du multiplicateur; quant à

leurs signes , ce sont les signes des termes du multipli-

cande ou les signes contraires, selon que le terme du mul-

tiplicateur, par la valeur absolue duquel on a multiplié
,

a le signe + ou le signe —

.

La partie de cette règle relative aux signes des termes

du produit peut être exprimée autrement 5 on peut dire :

Selon que la valeur absolue d'un terme du produit est le

produit des valeurs absolues de deux termes qui ont le

même signe ou des signes difl'érents , ce terme du produit

a le signe -\- ou le signe — . On énonce souvent cette

partie de la règle d une manière abrégée, comme il suit :

+ par + donne 4-

,

+ par — donne —

,

— par + donne —

,

— par — donne -4-

.

De même que nous sommes convenus de regarder

comme la somme de plusieurs polynômes
,
parmi lesquels

il s'en trouve de négatifs , un autre polynôme obtenu au

moyen des premiers, comme si tous ceux-ci étaient posi-

tifs, de même nous conviendrons de regarder comme le

produit de deux polynômes, quand l'un d'eux est négatif

ou qu'ils le sont tous deux, un troisième polynôme déduit

des premiers, selon la règle énoncée plus haut. Il faudra

en outre, de même aussi qu'à propos de l'addition, pour

que l'on puisse tirer parti de cette nouvelle convention
,

étudier les résultats auxquels elle conduit, dans le but de

connaître la relation qui existe entre ces résultats et ceux
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placés par ceux de signes contraires.

L'étude dont nous parlons se borne à peu près à remar-

quer que, en acceptant la convention dont il s'agit, un

produit de deux facteurs change de signe et conserve la.

même valeur absolue, lorsqu'on change les signes de tous

les termes de l'un de ces facteurs ; de là on déduit que , si

l'on change les signes des deux facteurs, le produit ne

change pas du tout. On peut énoncer ce résultat autrement

et diie que le produit de deux facteurs a pour valeur ab-

solue le produit des valeurs absolues de ces facteurs, et

qu'il est positif ou négatif, selon que les deux facteurs

ont le même signe ou des signes diilerenls.

On déduit facilement de là que le produit de tant de

facteurs qu'on veut a pour valeur absolue le produit des

valeurs absolues des facteurs, qu'il est positif s'il n'y a

aucun facteur négatif ou s'il y en a un nombre pair, et

qu'il est négatif dans le cas où le nombre des facteurs né-

gatifs est impair.

De la division

.

La division a pour but , étant donnés le produit de deux

polynômes et l'un de ceux-ci, de trouver l'autre.

La division n'étant que l'opération inverse de la multi-

plication , la règle des signes pour la division est une con-

séquence immédiate de celle qui est relative à la multi-

plication. JNous nous dispenserons dès lors d'entrer ici

dans aucun détail.

Ce que nous avons dit jusqu'à présent permettra, lors-

qu'on sera arrivé à un résultat par des opérations effec-

tuées sur des polynômes négatifs , d'en déduire celui qu'on

aurait obtenu avec des polynômes de signes contraires.

Ce sont surtout les remarques faites dans la multiplica-
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tioii et celles analogues qu'où aurait pu faire daus la divi-

sion
,
qui

,
pour cet usage, ont des applications. 11 est très-

facile de déduire des résultats fournis par ces deux opéra-

tions eifectuées sur des polynômes, parmi lesqviels il s'en

trouve de négatifs , ceux que Ton aurait obtenus avec des

polynômes tous positifs , car il ne peut y avoir de diffé-

rence entre les pr<^miers et les seconds résultats que dans

les signes, nullement dans les valeurs absolues.

Quand on résout des problèmes généralement, non-

seulement il arrive, comme nous l'avons dit, qu'on doit

considérer à la fois des polynômes et les polynômes de

signes contraires, mais il arrive aussi très-souvent qu'a-

près avoir considéré certains polynômes , et effectué sur

eux des transformations telles que des réductions de ter-

m.es semblables, des additions, etc., on doit considérer

d'autres polynômes qui se déduiraient des premiers par le

changement de signe d'une ou de plusieurs des lettres qui

y entrent, et effectuer sur ces nouveaux polynômes les

mêmes calculs que sur les premiers. Dans ce cas, on peut

aussi se dispenser de recommencer les calculs ; car il suf-

fira, pour obtenir les résultats correspondants aux nou-

veaux polynômes , de changer, dans les résultats fournis

par les premiers, le signe de la quantité ou des quantités

qui doivent en être changées pour que les premiers poly-

nômes deviennent égaux aux seconds. Aous entendons

par changer une lettre de signe, la lettre a par exemple
,

remplacer partout -f- a ou a simplement par — « , et in-

versement , ou , ce qui revient au même , comme il est

facile de le vérifier, nous entendons remplacer partout a

par — a. Cela revient encore à changei' les signes de tous

les termes où a entre à des puissances impaires , et à con-

server ceux de tous les termes qui ne contiennent pas a
,

ou qui le contiennent à des puissances paires. Il est bon

de remarquer que, si deux polynômes ne diffèrent que
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par Je signe cl une lellro , ils se létluiroui à la inênie

expression quand on remplacera cette lettre, dans l'un

par un certain nombre, et dans l'autre par le même
nombre, précédé du signe —

.

Occupons-nous de la démonstration de la proposition

ci-dessus énoncée. Nous examinerons successivement la

réduction des termes semblables, l'addition et la soustrac-

tion, la multiplication et enfin la division.

i*^. Soient P un polynôme renfermant des termes sem-

blables , P' ce polynôme réduit ; soient Pi ce que devient P
(qui est supposé renfermer la lettre a) quand on y change

a en — «; F, le polynôme Pj réduit : je dis qu'on obtien-

drait P', en changeant dans P, a en — a. En elî'et, sup-

posons qu'il y ait dans P plusieurs termes semblables

renfermant a à une même puissance paire 5 en changeant

dans P « en — « , on obtiendra le polynôme Pi , où tous

ces termes se retrouveront identiquement , et ils donne-

ront
,
par leur réduction , dans P' et dans P

,

, deux termes

identiques; mais celui de ces termes qui se trouve dans P'

ne changera pas si l'on change a en — a dans ce poly-

nôme, et il fournira, par conséquent, le terme qui doit

se trouver dans P'^ . 11 résulte de ce raisonnement que tous

les ternies de P, qui renferment a à des puissances paires

seront fournis par ceux de P' quand on y change a en

— a. Supposons, en second lieu, qu'il y ait dans P des

termes semblables renfermant tous a à une même puis-

sance impaire; en changeant dans P a en — «, tous ces

termes changeront de signe, et le terme réduit de P' se

trouvera, dans P', , changé de signe; mais si l'on change

dans Va en — «, le terme réduit dont il s'agit donnera

celui qui doit se trouver dans P', . On voit par là que tous

les termes de V\ qui renferment a à des puissances im-

paires seront fournis par ceux de P' quand on y changera

<i. vn — a. Donc , en définitive , le polynôme P', n'est autre
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chose que le polynôme P', quand on a changé dans ce

dernier « en — a.

2". Soient P, Q, R, etc., différents polynômes , S leur

somme , P', Q', R', etc. , ce que deviennent P, Q , R , etc.,

quand on y change a eu — «, S la somme des nouveaux

polynômes
\
je dis que S' n'est autre chose que ce que de-

vient S quand on v change a en — a. La pi^position se-

rait évidente, d après la règle qu'on suit pour trouver la

somme de plusieurs polynômes , si dans S et S' ne se trou-

vait eflbctuée aucune réduction; mais il résulte de la dé-

monstration précédente que, s'il en est ainsi avant la ré-

duction, il en est encore ainsi après. Donc, etc.

La soustraction revenant à l'addition , nous croyons

inutile de démontrer la proposition pour le cas oii la trans-

formation opéi'ée serait une soustraction.

3°. Soient P et Q deux polynômes , \ leur produit, P'

et Q' ce que deviennent P et Q quand on y change a en

— rt , \ ' le produit des nouveaux polynômes-, je dis que

V n'est autre chose que ce que devient ^ quand on y
change a en — a. Pour démontrer ce résidtat, nous con-

sidérerons dans chaque facteur deux espèces de termes

,

ceux qui ne 1 enferment pas a ou qui renferment cette

lettre à des puissances paires , et ceux cjui renferment a à

des puissances impaires. iSous désignerons, pour le poly-

nôme P, l'ensemble des premiers termes par A, et l'en-

semble des autres par B , de sorte que le premier poly-

nôme ne sera autre chose que A -f- B 5 de même , nous

représenterons le polynôme Q par C -h D, 11 est clair que

les polynômes P' et Q' seront représentés , l'un par A— B,

et l'autre par C— D. Dès lors le produit \ sera repré-

senté par AC H- BC -f- AD -h BD , et le produit V par

AC— B(> — AD -f- BD. Or. si l'on change dans V, a en

— a, les termes du groupe représenté par AC, ne renfer-

mant pas la lettre «, ou la renfermant à des puissances
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paires, ne changeront pas do signe et donneront le méra(;

groupe de termes qui se trouve dans \ '. On peut dire la

même chose des termes du groupe BD. Les termes du

groupe AD renfeiment a à des puissances impaires et

changent de signe par le changement de a en — a 5 ils

fourniront donc les termes du groupe — AD, qui se

trouvent dans ^ '. De même, le groupe + BC de V four-

nira le groupe — BC de V. Donc \' n'est autre chose

que ce que devient ^ quand on y change « en — a.

S'il s'agissait d'un produit de plus de deux facteurs, la

proposition serait également vraie, et la démonstration

précédente serait facile à généraliser.

4*^'. La division n'étant que l'opération inverse de la

multiplication, il en résulte que la proposition est vraie

aussi pour un quotient. Toutefois il y a lieu d'examiner le

cas où la division ne se ferait pas exactement.

Soient M , iN deux polynômes
, Q leur quotient, et R le

reste de division; soient iM', jN' ce que deviennent M, IN

'|uand on y change a en — « ,
Q' et Vv le quotient et le

reste correspondants à ces nouveaux polynômes : je dis

que Q', R' ne sont autre chose que ce que deviennent

Q , R quand on y change a en — a. En effet, de la re-

lation

ÎM = NQ 4- R
il résulte

M'=N'Q"+R",

en désignant par Q'' et R" ce que deviennentQ , R quand

on y change a en — a\ mais alors Q" et R" sont le nou-

veau quotient et le nouveau reste , cest-à-dire que ces

polynômes sont les mêmes que Q' et R'. C. Q. F, D.

Une puissance n'étant qu'un produit, on doit regarder

comme démontré que , si deux polynômes se déduisent

l'un de l'autre par le changement de signe d'une lettre, il

on est de même de leurs puissances de même degré; par
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suite , il en est de même aussi de leurs racines d'un

même degré.

Les démonstrations précédentes supposent que les nou-

veaux polynômes se déduisent des primitifs par le chan-

gement de signe d'une seule des h'ttres qui y entrent
;

mais les démonstrations correspondantes au cas où plu-

sieurs lettres seraient changées de signe ne ditiereraient

guèie de celles que nous avons données , et nous croyons

inutile de nous y arrêter.

La proposition qui nous occupe est donc actuellement

démontrée pour tous les résultats obtenus par des réduc-

tions de termes semblables , des additions, des soustrac-

tions, des multiplications, des divisions, des élévations à

des puissances, des extractions de racines. Elle est très-

importante à cause de ses applications. Dans les questions

où l'on aurait dû considérer des polynômes de deux es-

pèces , on pouri'a , à l'aide de cette proposition , n'en

considérer que d'une seule ^ ceux-ci représenteront les

deux espèces : l'une , en y considérant certaines lettres

comme représentant simplement des quantités: l'autre,

en y considérant ces mômes lettres comme représentant

des quantités précédées du signe — , ou des quantités né-

gatives. On pourra souvent ainsi réduire plusieurs for-

mules en une seule , et plusieurs opérations du même
genre aussi en une seule. On pourra encore réduire le

nombre des équations à résoudre pour avoir la solution

complète d'un problème. Imaginons que les solutions

d'un problème général soient données en partie par une

équation et en partie par une autre équation qui ne di/le-

rerait de la première que par le signe de l'inconnue (*) :

(*) Cela arrive dans un grand nombre de problèmes, en particulier

dans le problème des courriers, où les solutions sont données, pour un

ensemble de cas particuliers
,
par une certaine équation , et, pour d'autres

'"as particuliers, par une autre équation qui ne diffère de la première que
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les solulious uégatives de l'une de ces questions étant dé-

barrassées du signe — , satisferont à l'autre, et récipro-

quement; de sorte que, si Ton connaît les solutions posi-

tives et négatives de Tune , il sera inutile de considérer

l'autre, car on connaîtra les solutions positives des deux.

Or toutes les transformations que l'on effectuera sur l'une

des équations, et qui n'altéreront pas les solutions posi-

tives , n'altéreront pas non plus les solutions négatives.

Pour le prouver, considérons les deux équations dont on

doit chercher les solutions positives, ces équations ne dif-

férant lune de 1 autre que par le signe de l'inconinie, il

eu sera de même de leurs équivalentes obtenues par des

transformations analogues ; les solutions négatives de l'une

des transformées seront toujours, après la suppression du

signe — , les solutions positives de la transformée cor-

respondante, et
,
par conséquent, les transformations qui

n'altèrent pas les solutions positives d'une équation n'al-

tèrent pas non plus les solutions négatives. De là on con-

clut que, si l'on parvient, par ces transformations, à

trouver une formule qui donne la valeur de l'inconnue,

cette formule fera aussi bien connaître les valeurs néga-

tives que les valeurs positives de cette inconnue. Ceci sera

facilement compris quand on aura résolu quelques équa-

tions, car alors on connaîtra quelles sont les transfor-

mations dont il est question.

Pour avoir un énoncé abrégé de la proposition précé-

dente , et en même temps pins approprié aux usages que

l'on fait des quantités négatives , nous dirons :

Si certaines lettres doivent être regardées comme néga-

par le signe de l'inconnue. Cela arrive aussi dans le problème suivant :

Trouver sur une droite les points tels que leurs distances h deux points de

celte droite soient, l'une moyenne proporlionnrlle entre l'autre et la dis-

lance de CCS d'-rniers.
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tives dans cerlains polynômes , il en est de même dans

les résultats obtenus avec ces polynômes.

Remarque. Avec cette extension que nous donnons

à la notation algébrique, et qui consiste à faire repré-

senter à une lettre aussi bien une quantité négative qu'une

quantité positive , un terme qui a le signe -h ne représente

pas toujours une quantité positive, et un terme qui a le

signe — n'est pas toujours un terme négatif. Un terme

sera dit positif ou négatif, selon qu'il se réduira à un

nombre positif ou négatif, après avoir remplacé les lettres

qui y enti-ent par les valeurs particulières, positives ou

négatives, qu'on leur attribue. Du reste, tous les énoncés

que nous avons donnés précédemment subsistent, en en-

tendant ainsi les expressions de terme positif, terme

négatif ( voir tome III
,
pages 3 1 8-3 21).

QIESTIORIS.

199. Expliquer clairement ce qu'il faut entendre par

tétraèdres semhJableuient situés , dans la théorie des po-

lyèdres semblables.

200. Si un point P se meut dans un plan de manière à

ce que la somme des carrés des tangentes PAj, PAj

,

PA3 , . .
.

, PA„ („ _ 1 )
, menées de ce point à une courbe algé-

brique de degré n , située dans ce plan , soit constante , la

normale en P, au lieu géométrique de P, passe par le

centre de moyenne dislance des centres de courbure de

la courbe, correspondants aux points de contact Aj,

A,,..., A„.

201 . Soient P, P' deux points appartenant respective-

ment à deux ellipses bomofocales , tels que les tan-

gentes qu'on mène à ces courbes, à P et P', se coupent à
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angles droits , en désignant par I le point de leur inter-

section , et par C. le centre commun des ellipses , la droite

CI divisera en parties égales les distances P,P'. (Streboh.)

202. Etant donnés un point et une droite : Soient

deux paraboles ayant toutes deux pour tangente la droite

donnée et le point donné pour foyer commun , en suppo-

sant qu'elles se coupent toujours sous le même angle ^ leur

point d intersection décrira un cercle. (Strebor.)

203. Dans un pentagone , si l'on considère comme

sommets d'un pentagone : i° les points milieux des cinq

diagonales ;
2" les centres de gravité des cinq triangles

formés par deux diagonales et un côté , on obtient deux

pentagones semblables et inversement placés.

(A. Watelet.)

SOLUTION DE LA QliESTlON 101

(t. vu, p. 368);

Par m. h. ÉMERY,
Élève du Ivcce de Versailles.

Trouver la n'''"" dérivée de x" [x — i)", et démontrer

que cette dérivée , égalée à zéro , a 71 racines réelles com-

prises entre o et i

.

I. L'équation x"(x — i)" = o, ayant toutes ses racines

réelles, savoir : n racines égales à zéro et n égales à l'unité,

il suit du tliéorème de Rolle que toutes les racines des

dérivées sont aussi réelles et comprises entre o et i ; mais

la «"""'"dérivée est la première qui n'ait aucune racine , soit

nulle, soit égale à l'unité.

Becherchc de la dérivée.

n. — Première méthode. On a
,
par le développement

binomial,

[n — x] [2][«— i]

c»à les crochets indiquent un produit continuel.
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Prenant la dérivée /?'^""' de chaque terme, on a pour

la dérivée n'"'" cherchée :

d'-Lrix— i)]" . , „ [il] [2« — i] ^ ,

dx'' "-

^ [«— i] [« — i]

[2] [«—2] [/?— 2]

m. — Leimne. F et ^ étant des fonctions de x, on

obtient la n"""^ dérivée du produit F(p en faisant le déve-

loppement binomial de (F + cp)", mais en prenant les

exposants comme des indices de dérivation, et écrivant

pour premier ternie ©F^"^, et pour dernier terme F ^^"^

Démonstration. On a, pour

Première dérivée, (pF'+Fy';

Deuxième dérivée
,

çF" -f- 2F'(j>' -H Ftp"
;

Troisième dérivée , (p
F'" + 3 ?' F'' H- 3 ^" F' H- F«p'"

;

et, par induction, la dérivée d'indice p sera

Prenant la dérivée de ce développement , on obtient

une même loi de formation pour la dérivée suivante d'in-

dice p -\- i \ donc cette loi est générale.

IV ,
—Deuxième méthode. Faisons Ç/=x", Y=(oc— i)";

on aura, en applicjuant le lemme et divisant le résultat

égalé à zéro par [;?] ,

[x — i]« + «-j:[.r— 1 ]"-'+ x^-[x~ i)"-'

\ n . n — i . n — 2^' , ,+ xHx— i)"-'-H ...H-x" = o.

Cette équation n'a évidemment aucune racine néga-

tive^ car prenant x négatif, tous les termes sont positifs,

n étant pair, et tous les termes sont négatifs , n étant im-

pair, et X ne peut surpasser l'unité : donc , comme on Ta

vu à priori . toutes les racines sont comprises entre o et i

.



^l

THÉORÈME SIR LES CARRÉS DES COTÉS DTN TRIA^GLE

RECTILIG^E (*).

I. Lenune. Soient A , B, C les trois sommets, et «, Z>, c

les trois côtés respectivement opposés, et S 1 aire du

triangle ABC; on a la relation

4 s (cot A H- cotB -I- cote) = a- -\- b- -f- c^

Démonstration . On art" =:Z>--f-c^ — 4^ cot A , et

encore deux équations analogues j ajoutant les trois équa-

tions membre à membre, on obtient la relation indiquée.

IL Théorème. Sur chaque côté du triangle ABC on

construit extérieurement un carré. Soient A', B', C les

centres des carrés construits sur BC , AC , AB; on aura

aireA'B'C

aire ABC
I + V (cot A 4- cot B + cot C ).

Démonstration. Conservons la même notation que

dans le lemme. L'aire de l'hexagone AC'BA'CB' est

évidemment |(rt^-l-/?^-|-c^) -f-S: on a AC = —=•

AB'= -—:, C'AB' = 1? H- A : donc Taire du triangle

bc SCAB' est égale à -7- cos A = - cot A : de même

,

^4 2

s s
aire B' CA' = - cot C ; A' BC = - cot B

;
"?. >.

donc

aireA'B'C'r=|(fl= + ^^4-c^; + S — |S(cotA + cotB4-cotC),

1'^ ProfTvannno de l'imivei'sité de Dublin . i8'|S.
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et , d'après le lemme

,

aire A'B'C'= S [i + { (cot A + cot B + cot C)].

C. Q. F. D.

III. Si l'on construit extérieurement un carré sur

chaque côté d'un triangle rectangle , l'aire du triangle

qui a pour sommets les centres des trois carrés est égale

au carré formé sur la demi-somme des côtés de l'angle

droit.

C'est une conséquence immédiate du théorème pré-

cédent.

OllESTION D'EXAMEN SllR LES FRACTIONS CONTINMES (*).

I. Soient <-/!, a^ 1 ^3 î ^i> quatre nombres positifs entiers

rangés par ordre ascendant-, on a les reilations d'inégalités

suivantes :

i". a^a^ — a3rt4<^o.

2". «3^4— a,«2^i- En eiî'et , soit «3 = «j -+- m
,

«4 = «2 H- 'î 7 «3«4 — a^a^

= iria^ -+- nui -{- mn > i

,

3*^. ai«3 — a.2ai<^o,

4°. «2 «4— «i«3 ^15 comme pour 2°.

II. Supposons qu'on a la relation

(j) a,ai-~ a.tii = 1.

Posons l'équation indéterminée a^y — «3 x = i
-,

les

plus petites valeurs positives entières de j^ et de x sont

a^ et «2 • s'il existait des valeurs a et jS plus petites , on

aurait donc

«4 a — «a P = I ; donc a,, (a — «,) =r rtj
( ^
— «,) ;

ce qui est évidemment impossible.

(*) M. Serret examinaU'ur.
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L'équalion a.^x — r/4 > =1 est salisfailiî , en posant

X = a,, — «3 , y = «3 — «1 . On démontre de même que

ces valeurs positives sont les plus petites qu'on puisse

avoir.

Olfser^fation. Ces résultats s'énoncent brièvement de

celte manière : l a congruence «•. J — i = ^73 a pour ra-

cine unique a^ , et la congruence a^^ x — i = a. a pour

racine «25 le point leibnitzien placé au-dessus d'un nom-
bre indique un multiple quelconque de ce nombre.

r t

III. Soient -t - deux réduites consécutives d'une frac-
S II

tion continue, et soit p le dernier dénominateur corres-

pondant à la réduite — Si p est remplacé par p— i , on a

pour réduite ^ carie quotient entier de- est p : donc

ie quotient entier de est p — 1 ; de même pour les

dénominateurs.

IV. Conservant la relation (1)1 réduisons —en frac-

tion continue. Soit - lavant-dernière réduite; il y a deux
s

-"

cas : i" - ^ —, ou bien ra^ — sa^ = i . Donc /' et s satis-
s a^

font à l'équation «4 y— «3 x = i ; mais / <^ «s , s <^ai,]

donc , d'après II , on a

.'• =r rti et s = Of

Ainsi l'avant-dernière réduite est — : 2" - <'— 1 ou bien

sa^— ra,,= i . r et 5 satisfont à l'équation «3 x— a!,y= i
,

donc, d'après II, j'^a^— «27 .^= ^^3 — «j : l'avant-der-

nière réduite est donc — ^- Si l'on diminue d'une unité
«4— «2

Anii. df Mathénml., t. Vlll. ( Février iS'iQ.) 4
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le dcrnici déuomiiiateiii' de ]a fraction continue, la va-

leur de cette fraction devient égale (III) à — •

V. On parvient à des conclusions analogues , si l'on a

la relation a^ a^ — a^ «4= i, ou bien encoie si l'on ré-

duit en traction continue — •

RECHERCHE

Hii nombre des diiffres que fournil à la période «ne fraction ordinaire réduite

en fraction décimale
;

Par m. J. SORNIN ,

Professeur de mathématiques au lycée de Reims.

On sait déterminer, en général, le nombre des chiffres

(lue donne une fraction ordinaire réduite en décimales
,

quand le quotient a un nombre fini de cliiifres ; on sait

également déterminer le nombre des chiffres qui précè-

dent la période, quand le quotient est périodique mixte :

nous nous proposons ici de déterminer le nombre des

chiffres de la période
,
quand la fraction ne se convertit

pas exactement en décimales.

Remarquons d'abord que , lorsqu'une fraction ordi-

naire donnera lieu à un quotient périodique mixte, on

pourra facilement déduire de celte fraction celle qui don-

nerait lieu à la partie périodique simple ; il suffira pour

cela de multiplier la fraction proposée par une puissance

de 10 égale à la plus haute puissance de 2 ou de 5 qui

entre dans le dénominateur.

jNous n avons donc à nous occuper que des fractions

qui donnent lieu à un quotient périodique simple , c'est-à-

dire dont le dénominateur ne contient aucun des fac-

teurs 2 ou 5.
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Le dénominateur des fractions que nous considérons

ne pouvant t-tre terminé ni par uji chilîre pair, ni par

un 5 , sera de. l'une des formes

lo/î + i, 10^+3, 10/4-7, lo-^+t).

D'ailleurs la forme 10A-I-9 est la même que 10 A-— i -,

et la forme iok-\- y est la même que 10 A— 3.

On peut donc dire que le dénominateur sera de l'une

ou de Tautie des formes

10/ di I , 10/ _±: 3.

C
Soit, en général , - la fraction irréductible que l'on

veut convertir en décimales, en désignant par abcd...

la période , m le nombre de ses chiffres : on aura

C abcd... j, ^ , ,
crio-"— i)

- = — -, d ou abcd... =z —^—— ':

D 10"'— I D '

ce qui montre que D doit diviser 10'"—
i ,

quel que soit C
,

et le nombre des chiffres de la période sera la plus petite

valeur de i}i qui rendra 10'"— 1 divisible par D.

On conclut d'abord de là ce théorème, que le nombre

des chiffres de la période d'une fraction irréductible est

le même, quel que soit soji numérateur.

Nous considérons donc seulement ici la fraction - •

Nous examinerons successivement les différentes formes

sous lesquelles D peut se présenter,

I. D = 10/ H- I.

. lo"- — I

Soit X = ;—
lOA -h I

Posons x= loj^ — I-, il viendra

10'" — I =: (10^ — 1) (10/ + lU



( ^2
;

Réduisaiil. ou en lire

_ lo"'-' + f(

^ ~
I o X + I

Faisons de nouveau j= lo z -+- k\ ou aura

lO"'-' 4- / = (loz-t- X) (loX- H- i);

iVoù .



(53)
on est parvenu , ne peut contenir en dénominateur ni -i

ni 5 : donc y, z, ..., v sont entiers. Ainsi toute valeur

de m qui rend x entier rend aussi c entier, et réci-

proquement. Donc la plus petite valeur de m qui rendra

\> entier sera le nombre des cliitïres de la période.

En prenant /c'" — i au lieu de i — A'", qui est négatif,

ou est conduit à la règle suivante :

« Former les différentes puissances des dizaines du dé-

nominateur, augmenter de i les puissances impaires, di-

minuer de I les puissances paires \ et le premier résultat,

qui est divisible par le dénominateur donné, correspond

à une puissance égale au nombre de chitî'res de la pé-

riode. >)

Exemples.

1°. U = 1 1 , k = i.

Les puissances impaires de i , augmentées de i , don-

nent 2 qui n'est pas divisible par 1 1 ; il ne peut donc y
avoir au'un nombre pair de chiffres à la période. D'ailleurs

la deuxième puissance, c'est-à-dire la première puissance

paire, diminuée de i , donne zéro, nombre divisible par 1 1
^

donc il il y a deux chiffres à la période.

2". D = 21
,

/ = 2.

On formera le tableau suivant :

Puissances de 2 : 2, 4i 8, i6, 32, 64, 128...

— impaires + I : 3, 9, 33, 129,

— paires — i : 3, i5, 63.

Le premier nombre divisible par 2 1 est 63 ,
qui corres-

pond à la sixième puissance de 2 ; il y aura donc six chif-

fres à la période.

3". D = 1 1 1 , / = 1 1

.

Puissances de 1

1

— impaires + i

— paires — i

11, 121 , i33i . .

.

12, i332,

122. ..

,





4095 clanl le pieinic'i- de ces nombres divisible par Sc)

,

et 4t'95 correspondant à la sixième puissance de 4? on

conclut cpie la période a six chilTres.

III. 0= lo/ ±3.

En multipliant D par 3 , il devient de la forme 10 /d= i

.

Considérons, au lieu de la fraction -, la fraction ^—

:

D ou
on pourra déterminer le Jiombre des chilires de la pé-

riode fournie par cette dernière. Or nous allons faire voir

qu'en multipliant une fraction par un nombre entier, le

produit étant encore une fraction , on ne peut que dimi-

L.uer le nombre des chiiTres de la période sans pouvoir

l'augmenter; d'où nous conclurons que la fraction p; ?
4^^'

est égale à i^^r X 3 , ne peut avoir plus de chiffres pério-

diques que ^-r. On aura donc ainsi une limite maximum

du nombre cherché. Pour prouver le théorème énoncé,

considérons la fraction j qui a m chiffres à la période
;

p étant cette période, on aura

d où

b
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, C .
T .

premier avec b , car nous avons vu que - avait le même

nombre de chiffres périodiques que -
. On le restreint

ici; cardans le cas qui nous occupe, /a, au contraire,

un facteur commun avec D , et nous n'avons ainsi qu'une

limite maximum.

On peut cependant chercher si — aura moins de chif-

fres que j par la méthode suivante :

Supposons que la période de j puisse se décomposer

en plusieurs autres quand on la multiplie par r ; la nou-

velle période ayant m' chiffras , m' sera un diviseur de m

,

et 1 on aura

rp _ p'

P' =

lO""— I

rp{io"" — I

[p' étant cette nouvelle période) ,

Il faut donc déterminer la plus petite valeur de m' qui

rend p' entier ; ce qui sera facile quand p et m seront

connus par la réduction de -r en décimales.

Exemples.

jo. D = 3, 30 = 9-

11 ne peut pas y avoir plus d un chiffre à la période;

il y en aura donc un.

2". D= i3, 3D-— 39.

Il ne peut pas y avoir plus de six chiffres à la pé-

riode. Pour chercher s'il peut y en avoir moins, pre-

nons 5- = o,o2564io2564i . . . , et appliquons la mé-
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thode précédente ; on aura

y; = 25641, /«=6, r=3.

3 . 2564 1 ( 1 o"" I ) .

Il faut donc que — ^^—

^

soit entier, ou, en^
999999

2880 f
10"" i)

simplifiant, que ^^^—

=

soit entier,

87037= 7. 1 1 . i3.37, et 2839 n'est divisible par aucun

de ces nombres j il faut donc que 10'"'— 1 le soit. Posons

io"''_i = 37037. Q.
Le premier membre étant terminé par un 9, Q doit

être terminé par un 7 ; on posera donc Q= 10 Q'— 3
,

. et il vient

10°'' — 1 = 370870 Q' — 1 1 1 1 1 I
;

d'où

lO"'"' + I I I 1 1Q'= 5-^
37037

Q' ne peut être égal ni à o, ni à i , ni à 2 5 car 37087 .Q
doit cire terminé par un i. La plus simple valeur de Q'

sera donc Q' = 3. On a alors , si cette valeur convient,

10""'"'+ I I I I I

^-
3^^^3^ '

d'où Ion déduit

jQ/n'—
!
__ 100000, /«' — 1=5, >tl' = 6.

Il n y a donc pas moins de six cbitires à la période.

3°. D = 7, 3D = 2i.

La période ne peut pas avoir plus de six chiffres ; on

verrait, par un calcul semblable au précédent, qu'elle

en a, en effet, six.

4°. D = 37, 3D = 1 II.

La période ne peut pas avoir plus de trois clîilircs ,

'•l Ion verrait, en effet, (ju'elle en a trois.
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PRINCIPE FONDAMENTAL DE LA TRIGONOMETRIE SPIIERIQIE;

C. IV.

Par M. C. Foucaut(*),

Élève de l'inslitution Barbet.

Démotislration. Soit ABC le triangle sphérique donné

l^vojez PI. I). On connaît les trois côtés et l'angleA op-

posé à l'un d'eux. Joignons les trois sommets au centre de

la splière et entre eux deux à deux. Menons par le point A
un plan perpendiculaire à l'arête OA ; l'angle rectiligne

APQ formé par l'intersection de ce plan avec les faces

AOE, AOB sera égal à A. Cela posé, projetons sur ce

plan le triangle plan ABC, et soit APQ la projection de-

mandée-, nous aurons

(i) Pq'~Aq'4- AP' = 2AP. AQcos A.

Mais évidemment

AQ = sin ^ et AP = sinr,

BC = 2sin -Cl.
2

En projetant QC et PB sur OA , on voit de suite que

QC=i — cosZ», et PB=:i — cos c; QC — PB^^cosc— cosZ>.

QC et PB auront toujours des valeurs de cette forme
,
que

les angles h et c soient aigus ou obtus. Le trapèze birec-

tangle PQBC donne

BQ- = 4 sin- -a — (cos c — ces b)\
2

En remplaçant les lignes PQ, AQ, AP par leurs valeurs

dans ( I
)

, il vient , en observant que 4 sin^ - a =3 2 ( i— cos «)

,

cos a = cos b cos c -|- sin 6 sin c cos A.

C. Q. F. T.

(*) Voir tome 1 , page 33.
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NOTE SUR LES ËQIÎATIOXS DU PREMIER DEGRÉ;

Par m. J.-N. LEBON (*).

Oiidémontrehabituellementdans les cours ce théorème :

I . Toutes les méthodes d'élimination appliquées à deux

équations du premier degré à deux inconnues, conduisent

au même résultat. Et cela , en démontrant cet autre

théorème ;

II. Deux équations du premierdegré à deux inconnues

n admettent qu un seul système de solutions.

Ou peut néanmoins démontrer directement le premier,

et en déduire, si l'on veut, le second. "S oici comment:

Théorème I. La méthode des coefficients indéterminés

comprend toutes les autres comme cas particuliers.

En effet , le système

ax -r~ by = c

a'x -!- b'y = c'

peut être remplacé par le système équivalent

runx + niby = inc

,

na'x 4- iib'y = ne'

.

Mais si dans ces deux dernières équations, nous posons

n=:j^ m=^—i nous aurons pour système équivalent au

premier,

( ,
a' n'

,
a' a'

\ n X -\ OY—- — c on (i X =^ —c —— oy
\

' a ri a a

[ a'x ^- b'y = c'
,

à la seconde ajoutant en croix la première, et la combinant

f
"

) Nom aiuigranimatique.
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avec la seconde, nous avons

b'y = c',

( a'x+ b'y = c'
,

c'est-à-dire le système qu'on obtient immédiatement par

la méthode de substitution.

Posons m =. -) n = —
a7

5 nous aurons

, , ] b' c'

\ n n

et, eu retranchant Tune de l'autre,

b b' ce' c'— b'y c— by

a a' a a' a' a

équation qui, jointe à l'équation (2) multipliée par a,

donne le système qu'on obtient immédiatement par voie

de comparaison.

Enfin
,
posons n = b^ m = b'-^ il vient

b'ax -+- b'by = b'c,

ba'x H- bb'y = c'b;

d'où l'on tire

[ab'— ba')x=zcb' — bc'.

En posant /? = a et /// ^ a\ on serait arrivé à

[ab' — ba'
) y z=^ ac' — ca

'

,

équation qui , avec la précédente , donne le système

qu'on obtient immédiatement par la méthode d'addition

et de soustraction. Donc, etc. C. Q. F. D.

Théorème II. Deux équations du premier degré à deux

inconnues ne peuvent être satisfaites que par un seul

système de solutions.
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QUESTION 5i

(t. I, p. 394).

Trouver l'équatiou d'une surface algébrique sur laquelle on ne puisse trafcr

qu'une seule et unique droite
;

Par m. breton (ue Champ),

Ingénieur des Ponts et Chaussées.

Ij'éqiiation du troisième degré

y- -j- z- = izlp- — g'-x'-),

on p et q sont des quantités réelles difiercntes de zéro,

satisfait à la condition énoncée. Car, d'abord, on voit que

l'axe des x appartient à la surface, puisque l'équation

devient identique en faisantj)^ = 05 z = o , sans c[u'il soit

besoin de particularisera. Supposons maintenant qu'une

autre droite, ayant pour équations

y = bjr -h p, z = ex -+- y

,

appartienne, s'il est possible, à la même surface. Par la

substitution de ces valeurs dey et de 5 , l'équation ci-

dessus devra être rendue identique , x demeurant indé-

terminé, et, par suite, les coefficients des diverses puis-

sances de cette variable seront nuls. On trouve ainsi les

quatre relations

b' -h c- -+ 27-7 = o,

^P+CY — p^'C- =0,
p' -H 7^ — 2/^'7 = o,

2cr/^ = G.

La dernière donne c= o, et, par suite, la seconde se ré-

duit à bfj= o en faisant h= o-^ on tire de la première et

de la troisième |3= o et y= o , c'est-à-dire le système des

données qui particularisent l'axe des x. Si l'on fait jS=:o



. ( 62 )

il vient, par la ti'oisième relation, y (y— 2/>^) = o. L'hy-

pothèse 7=0 donne encore l'axe des x. Il ne reste donc

plus qu'à faire y=2^^, d'où b^ -\- ^p^q^ =zo^ équation

qui n a pas de racines réelles. Il n'y a donc aucune autre

droite que l'axe des a:, qui puisse être tracée sur la

surface. {^La fin prochainement.)

LEMMES

Sur les cercles inscrits à un triangle, et solution algébrique du problème

de Alalfatti
^

Par m. C. ADAMS,
Professeur à l'École industrielle de Winterthùr (Suisse) [*].

I, Il est d usage , dans les pays germaniques
,
que les

programmes annuels contiennent toujours quelques Mé-

moires scientifiques, dus aux professeurs de l'établisse-

ment. C'est ainsi que le piogramme de l'Ecole industrielle

de Winterthùr pour l'année 1848 renferme : 1° le pro-

blèmedeMalfatti,résolualgébriquementparM.C. Adams;
2*^ Rapport sur les études de 1847 ^ 1848. On voit

,
par ce

Rapport, qu'on enseigne dans cet Institut industriel, les

principaux théorèmes concernant les transversales, etc.,

tandis que dans nos institutions universitaires, dans nos

collèges , ces mêmes théories , fondement de la géométrie

moderne, sont enseignées quelquefois, mais comme œuvres

surérogaloii^es non exigibles dans les examens, et, par

conséquent, non apprises des élèves. Aussi, les décou-

vertes géométriques de nos Poncelet, de nos Chasles , sont

moins répandues en France qu.'à l'étranger. Ceci soit dit

en passant
^
quant à la solution de M. Adams , c'est la plus

() Progranim der Gewerbschule in Winterthùr liir das Schuljahr 184^;

iii-'(0 de îfi pages, i planche, ^^'intelthiu•, iSj.'j.
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complète que je sache, du célèbre problème. Publiée déjà

eu 1846, l'édiiiou actuelle est plus générale et embrasse

tous les cas. Le travail est précédé de douze lemmes, que

nous nous bornerons à énoncer. La plupart sont connus et

déjà consignés dans ccjournal. Faisant usage de ce lemrae,

nous donnerons la solution plus tard.

IL Nofnliou. ABC le triangle; AB= c; BC= «; CA= Z>;

5 = T, périmètre ; Si = s— a; s^ = s— b\ s^ = s— c -,

a ,^^y, distances du centre du cercle inscrit aux sommets

A , B , C ; r, rayon du cercle inscrit
;

S, centre du cercle inscrit ; Si , So , S3, centres des cercles

ex-inscrits; O, point d'intersection des trois hauteurs-,

''1 5 ''2
1 J'îi rayons des cercles ex -inscrits Si , S2 , S3

;

ai , Ca 5 C'a
,
quantités analogues à 5i , 5, , 53 , mais par rap-

port au triangle Si S, 83-,

pli Pi-) Os» rayons des cercles ex-inscrits au triangle S1S3S3
;

et p rayon du cercle inscrit;

R, rayon du cercle circonscrit au triangle ABC;
Ri , rayon du cercle inscrit au triangle formé avec les

trois hauteurs du triangle ABC.

III . Lemnie. i . vi\ = s^ s^ : ri\ = Si s^ ; 77-3 = Si s,
;

2. abc= aa- -^ b(i/'- -\- cy^
;

3 . bcsi = a^s ; acs^ = (3^5
; abs^ = y -5

;

4. /Sy.ç, =aar; ocys^= b^r-^ a(îs3 =cyr-^

5 . ci^S2S^=bci'-
;
(S*5i53=«c/-^

;
y'S^s^^ahr-

;

6. ab — {y— a)(y— ^) = ipp,,

ne —[^—ci){fj—y)=irp^^
bc—{cc—

f:j)
{ce— y) = 2r,p:

7. [a-h(^){a-j-y) — bc= 2pr:

8. AO+2R = 7-, H-/-3;

9. 2RRi = a;— (2R— ri)^
10. 2RR, = 52 — (2R+r)^:
1 1 . asi H- bs^ +- rt.Vg = bs\

12. a'- {>\—?-)= 4R/^
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PROPRIÉTÉS DE L'ELLIPSE ET »E L'HYPERBOLE
;

Par m. de PISTORIS ,

Capitaine d'artillerie.

Ces propriétés sont connues depuis longtemps et re-

montent même au siècle d'Apollonius. L'ensemble est

instructif, et nous les énonçons, non pour en obtenir la

trop facile démonstration , mais comme utiles sujets

d'exercice. Plusieurs sont déjà démontrées dans les JYoïi-

uelles Annales.

i". Le produit des distances des deux foyers à une tan-

gente quelconque est une quantité constante.

2". Le produit des distances d'un même foyer à deux

tangentes parallèles est constant.

3°. Le produit des rayons vecteurs aboutissant à un

point quelconque de la courbe est égal au carré du demi-

diamètre conjugué à celui qui passe par le point quel-

conque.

4". Le produit d un diamètre , par sa distance à la tan-

gente parallèle , est constant.

5°. La somme inverse des carrés des distances du centre

à deux tangentes conjuguées est constante.

6". Le carré de la distance du centre à une tangente

quelconque est égal à la somme des produits des distances

des extrémités des axes principaux à cette même tangente.

7°. Le produit des segments d'une tangente quelconque,

compris entre le point de contact et les tangentes aux

extrémités du grand axe, est égal au carré du demi-

diamètre parallèle à la tangente quelconque.

8". Si par deux points conjugués de l'ellipse, on mène

des tangentes , la somme des produits des segments compris



entre les points de contact et les tangentes aux extrémités

(lu grand axe est constante.

9". La somme des produits des distances des foyers à

tleux normales conjuguées est constante.

NOTE SUR m THEOREME ENONCE
(t. vu, p. 334),

Par m. de PISTORIS,
Capitaine d'arlillcric.

Ce théorème me parait faux. Il est , en effet , contradic-

toire avec le théorème de M. Joachimslhal (t. VI . p. 149)^

démontré par M. de Perrodil (t. \I, p. 367); d'ailleurs,

le centre de l'ellipse satisfait à la condition ap= bq^ et

les quatre sommets
,

pieds des normales , ne sont pas

cependant sur une même circonférence.

Sl]R INE INSCRIPTION GRECQUE;

Par m. A.-J.-H. V.

C)iie nul neutre ici s'il n'est géomètre : Àyeaftîrf-ijro;

fivIOHÇ iia-trù).

Telle est l'inscription que 1 on dit avoir été placée par

Platon sur le fronton de l'Académie. Du reste, il est très-

difficile de dire sur quelle autorité cette tradition s'est

établie: car aucun écrivain véritablement ancien ne men-
tionne l'inscription , connue seulement d'après le rapport

de quelques auteurs byzantins. Le moins récent d'entre

eux est Michel Psellus, célèbre philosophe, qui naquit

en l'an 1020. Cet écrivain cite l'inscription de Platon

dans une Lettre adressée à l'un des empereurs qui ont

Ann. de Miilhéniat. , t. YIII. (Février 1849) 5
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porté le nom d'Andionic, lequel doit être Michel An-
dronic

,
promu à l'empii^e en 1067. L'empereur avait

demandé à Psellus de lui exposer le but de la géométrie.

C est dans la réponse, éditée pour la première fois par

M. Boissouade, à la suite d'un autre écrit de Psellus sur

la puissance des démons
,
que cet écrivain mentionne

l'inscription de l'Académie.

Les notes dont notre illustre philologue a enrichi son

édition, nous fournissent en outre l'indication des autres

auteurs qui ont rapporté la même inscription.

Ainsi, Jean Tzetzès, postérieur d"un siècle à Psellus,

la reproduit dans ses Histoires (chiliade Mil, h. 249), en

y changeant seulement l'ordre des mots , Mtjî. i . ùy. dans le

titre, et m.«.£. dans le texte. Il la commente en disant

que, dans l'intention de Platon, 1 inscription avait pour

but d'éloigner de l'Académie tout homme dont la conduite

s'écartait des pi'incipes de l'équité: parce que la géomé-

trie, cest l'égalité et la justice: ÏtÔt-/,ç yà;- xxt S^Umôv iim

yiautrÇ'tci.

JNous retrouvons la même inscription dans un Recueil

de vrov^erbes, réunis par Michel Apostolius vers le mi-

lieu du xv'^ siècle (*), et dans un autre Recueil plus com-

plet que le premier, composé par Arsénius , fils du pré-

cédent auteur, après la mort de son père , sous le titre de :

\' unù ,
violetum, bouquet ou guirlande de violettes [**).

Ces deux auteurs commentent l'inscription dans le même
sens moral que Tzetzès , mais en termes un peu diiférents

.

Un autre Recueil de proi'erbes métriques, intitulé :

iTpoftccnû; , c'est-à-dire bigarrure, mosaïque, reproduit la

même inscription sous forme de vers iambique :

XyioiftiTf^Toç iibecô olôui' tÏTira.

(*) Mich. Apostolii Parœmiœ; cent, 1 , n" ?r>.

(**) Arsenii Vinleltim, p. ifi.
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Dans ces tcTines, il y a un solécisme, parce que ridée

de prohibilion demande ft^ et non pas ol. Si cette faute

est motivée ici par Texigence de la forme métrique , elle

est inexcusable dans le Trésor d'Henri Etienne, où, par

circonstance aggravante, l'inscription est attribuée à Py-

thagore, on ne sait sur quelle autorité.

On peut faire le même reproche d'incorrection à

Erasme qui , citant l'inscription dans ses Adages (chil. III,

cent, m, n'' 60) (*), la donne aussi en ces termes: Ày
olhtç tia-lra. Il est remarquable qu'Erasme, qui indique

ordinairement la source de ses proverbes, quand leur

origine est connue , ne cite ici aucun auteur • seulement

il renvoie à Aristide [in Thennstocle et in Pericle) rela-

tivement à l'assimilation indiquée plus haut entre l'égalité

et la géométrie.

NOTE SU LE THEOREME EXONCE

(t. VII, p. 458),

Par m. J. COUPY,
Professeur à l'École militaire de la Flèche.

Depuis longtemps je donne ce théorème à mes élèves

de cette manière : On sait qu'on a, tant pour les surfaces

totales que pour les volumes , les rapports suivants :

Sphère : cylindre : : 4 I 6

,

Sphère : cône équilatéral '.'. 4 T 9;

donc

sphère : cylindre : cône équilatéral :
*. 4 ^ 6 : g.

Or, 6 est moyen proportionnel entre 4 et 9, donc, etc.-,

le théorème ne me semble pas nouveau.

(') Voir aiissi l'Épitome du même auteur, p. 5^3; et les Explicationes

tic Ferrand , 1, p. i8,etll, p. 18^.

5.
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Note. Les deux rapports appartiennent à Archimède^

la remarque de la moyenne proportionnalité est faite, je

crois, dans Viète. C'est à véiifier. Tm.

SIR LES POLYGONES ET LES POLYÈDRES ÉTOILES

,

POLYGONES FllMClLAIRES
;

D APRES M. POINSOT.

i. Problème. Les n nombres naturels i, 2, 3,..., 71

sont écrits en ordre autour de la circonférence d'un cer-

cle 5 du point I on va au point /?, de ce point à celui

dont la place est marquée par p +- p — i , de celui-ci à

y, 4. 2 (/3 — i) , de là à /; -i- 3 (/7 — 1) 5
et ainsi de suite :

par combien de points aura-t-on passé quand on sera re-

venu à I, et combien de fois aura-t-on fait le tour de la

circonférence?

Solution. X et y désignant des nombres positifs en-

tiers, on sera évidemment de. retour en i lorsqu'on aura

p-\-x{p— i) = nj -h ly d'où nj = {p—j){x-{-i),

r et s étant les quotients respectifs de n et p — i par leur

plus grand commun diviseur; on a

ry = s^x -+ I
)

, d'où }- = v , x = r — i
;

ainsi on passe par r points, le pi^emier compris. Et en

supposant que ce premier point aille successivement d'un

point au suivant, il aura parcouru s fois la circonférence

,

en revenant à sa première position.

Corollaire. Si p — i et 71 sont premiers entre eux

,

alors r = 7t^ s = p — 15 dans ce cas , on passe par tous

les points, et le premier se mouvant parcourt p — i fois

la circonférence. Pour connaître son avant-dernière place,

il faut faire x = 7i — 2 ; substituant dans p -h x {p — i),
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il vient Hf) — // — j} -\- >: ainsi ravanl-dcunici- point est

2

—

p o\i h\cn n -{- '^ — [)-^ ce qui est évident à priori.

Donc, allant de i à /^ ou bien en allant de i à //+ 2— /;,

et prenant toujours les points de p en /;, on parcourt le

même chemin , mais en sens opposé.

2. Théorème. Une circonférence étant divisée en n par-

ties égales , et désignant les points de division par les nom-

bres 1, 2, 3,..., /?, le nombre p— i étant premier à «,

si l'on joint par une corde le point i au point /?, celui-ci

au point ip — i, celui-ci au point 3/? — a, et ainsi de

suite
5 après avoir parcouru p — i fois la circonférence

,

on revient au point i , et on a un polygone farine de //

côtés égaux et de n angles égaux.

Ce théorème est une conséquence immédiate de ce qui

précède.

Obscivatîon . Par angle de polygone , il faut entendre

celui que forment deux côtés consécutifs décrits par le

mouvement continu du point de départ i; c'est l'angle

qui renferme le centre du cercle. Lorsque ^ = 2 , on ob-

tient les polygones ordinaires; lorsque /; ^ 2 , on a les

polygones étoiles: ainsi il existe donc autant de polygones,

décrits dans les deux sens, qu'il existe de nombres plus

petits que ti et premiers à n , et la moitié de ce nombre,

en ne prenant que les polygones ditïérents; les polygones

étoiles n'ont pas d'angles rentrants, mais sont coupés par

une droite en plus de deux points. I^orsque les divisions

de la circonférence sont égales, les polygones sont régu-

liers, c'est-à-dire ont les côtés égaux et les angles égaux;

le polygone d'un nombre de côtés //, et formé en allant do

I à />, est dit polygone de Yespèce p — i

.
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Applications.

n Nombres de polygones ou espèces.

3 I,

4 I,

5 2, savoir: de i à 2, i à 3, i'^'^ et 2*^ espèce;

6 I,

7 3 ,
I à 2

,

I à 3
,

1 à 4 , I "", 2^ et 3'' espèce ;

8 2, ià2, ià4> i""^ et 3" espèce;

g 3

,

1 à 2 ,
I à 3 , 1 à 5 , I "^"j 2* et 4^ espèce ;

lo 2, ià2, ià45 i""" et 3* espèce.

3. Théorème. Morne construction que dans le théo-

rème précédent 5 la somme des angles du polygone est égale

à TT [/^ — i[p — i)].

Démonstration. Supposons toujours le polygone décrit

par le point i d'un mouvement continu^ prolongeons

chaque côté, dans le sens du mouvement. A chaque som-

met on a un angle intérieur et un angle extérieur ^ la

somme de tous ces angles, intérieurs et extérieurs, est

égale à m:. Le point i a décrit p— i fois la circonférence;

donc la somme de tous les angles extérieurs seulement est

égale à o. [p — i) tt : la somme des angles intérieurs est

donc 7r [;i— i [p — i)].

Observation. Lorsque ^ = 2 , on a tt {n— 2) ; c'est la

règle connue.

Corollaire \. Lorsque n = 1 {p — i)H-i, la somme
des angles est égale, comme dans le triangle, à deux angles

droits; cela n'est donc possible que dans les polygones

d'un nombre impair de côtés. Soit n= 2^-t-i; il est

évident que (j est premier avec n. On peut donc faire

/>> = <7 + I ; donc , allant de i à «7 H- i , on obtient un po-

lygone dont la somme des angles est égale à deux droits:

ainsi pour /z= 5, q = 2. Dans l'espèce de i à 3, la somme
des angles est égale à deux droits; pour // = 7. c est l'es-

pèce 1 à 4-
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CoioUairc. Si n =i i [p -\- i) -\- 2 , la somme des an-

gles est égale, comme dans le quadrilatère , à quatre droits;

il faut donc que n soit pair. Faisons n=: -xq^ d'où q=^P't

il faut donc que q— i et iq soient premiers, ce qui exige

que q soit pair. Que l'on ait n= 2'"
«7-, ^7 est impair et

/«^ I .

Corollaire II. Dans un polygone régulier, l'angle au

sommet est égal à - [n — i[p — i)J.

4. Problème. Un fil fermé passe à travers n anneaux

,

entre lesquels il peut glisser; les anneaux sont tirés par

des forces égales divisant l'espace angulaire en parties

égales. Le fil , dans le cas de l'équilibre, formera un poly-

gone régulier de n côtés de toute espèce : on demande la

grandeur de la tension.

Solution. Repi^ésentons chaque force par l'unité; l'an-

gle du polygone est - [« — 2 {/^ — i)J, et la moitié de

cet angle est — [/i— 2 {/? — 1) |. Décomposani la force,

suivant les côtés du polygone, on trouve facilement que

la tension est égale à yséc— [/i— 2 [p— 1)]. La tension

la plus forte répond à p = 1^ c'est le polygone ordinaire ;

la moindre tension lepoiid a p =

5. INous avons supposé iusqu'ici, pour faciliter l'intel-

ligeuce, que les n points sont situés sur une circonfé-

rence; mais il est évident que les mêmes conséquences

subsistent pour des points distribués sur un plan d'une

manière quelconque. Mais il peut arriver que tous les

polygones aient des angles reuti'anls, angles plus grands

que deux angles droits.

(î. Menanl une droite à travers un polygone de l'es-
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pèce p^ il est évident que le point i, en parcourant p— i

fois la circonférence, rencontre cette droite 2 [p— i) fois^

donc une droite coupe les n côtes du polygone de l'espèce p
en Q.{p — 1) points.

-7 r T i. • 1 • 9 (^''Z +
/. Lemme. Le nombre triangulaire est pre-

mier avec 2 (7 -|- I , car le plus grand commun diviseur

est le même qu'entre les quantités <7 -h i et 2^7 + r, ou

entre q ex, q -\-\\ donc , etc.

8. Lemme. — Théorème, r étant premier avec 2^4-1,

les iq-\-i premiers termes de la progression arithmé-

q (7+ 1 )
tique, ayant pour premier terme /', et pour raison ^-^ ,

donnent, dans un ordre quelconque, pour résidus delà

division des tei^mes par 2«y-|- i, les nombres i, 2, 3,...,

2 (7 + i , et le 2 <7 + '^"""' terme est /•.

Démonstration. Pour que le résidu /' reparaisse, il

faut avoir, x et y étant entiers, la congruence

xrj (q -h l

d'(

(27 + i)r + r.

-^7 ('7 + r
, \-LiZ- ^ = (2<7 + i)j;

<•/ (7 + 1 )
•

1

or iq -\-i et ^-^ sont premiers entre eux; donc

y= -— et X = 2 <7 4- I ; donc /• ne reparaît qu en
2

2 q H- s'^""" terme, et ainsi des autres. C. Q. F. D.

9. Problème. o.q -^ 1 points sont distribuée dans l'es-

pace
5
partant de l'un de ces points, décrire d'un mouve-

ment continu les q [iq -\-i) droites qu'on obtient en réu-

nissant ces points deux à deux, et sans décrire deux fois

la même droite.

Solution. Désignons les points par les nombres 1,2,
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» ,. I ' • 1 1 /'" -f- «
J,..., 2</-|-i, iormons Ja série des nombres h 1

1

2

en donnant à ti toutes les valeurs depuis o jusqu'à (j: ou

aura la suite i, 2, 4i 7? lo,..., h i • Ainsi on

ira de i à 2; de 2 à 4'i <^le 4 à 7,.-- de ^ H~ i

, (/(a +1) , . ,

a -î—-î ^+1; et tous ces nombres sont inecraux. A
2

' ^

1 11 • ' ' • • 77 + 1)
chaque terme de la première série on ajoute ;

<7 '7 H- 1 q q -\-

1

,
, ,

on aura ^—^
-f- 1 ;

-^—

^

+ 2 , . .
. 5 q [q -\- i) -\- 1 \ on

1 7 7 ~t~ '
' «77+', 1 1

•

ira de ^ -J- i a ^—

^

h 2 , etc. j et les «7 lignes

de celte seconde série sont différentes des q lignes de la

première série. Un ajoute encore — a chaque terme

de cette deuxième série pour obtenir une troisième série

donnant encore q lignes différentes des iq lignes déjà

obtenues. En continuant, on forme 2<7-|-i séries, dont

chacune fournit q lignes, et en tout [iq -\-\)q lignes dif-

férentes 5 la 2 ^ + 2'^'"^ série reproduit la première ['i.q)
;

donc les ^ (2^ -h 1) lignes sont décrites d un mouvement

continu.

Observation. On peut donc envelopper, avec un seul

fil et sans duplicature. les côtés et toutes les diagonales

d'un polygone d un nombre impair de côtés , et les arêtes

et toutes les diagonales d'un polvèdre dun nombre impair

de somm.ets. Il est donc possible de décrire d'un seul trait

de plume les côtés et les diagonales d'un polygone d'un

nombre impair de côtés.

10. Lorsque le nombre de points est pair, le problème

précédent devient impossible. En effet, soient les points

1, 2. 3 , •j.q vn nombie pair: pour f|ur li' problème
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soit possible, il faut qu'on puisse éerire sur une seule

ligne toutes \es q [iq — i) combinaisons binaires , de telle

sorte que le nombre final d'une combinaison soit le nom-
bre initial de la combinaison suivante, et que la ligne

commence et finisse parle même nombre : chaque nombre,

I par exemple, se trouve donc écrit un nombre pair de

fois , ou , ce qui revient au même , il part un nombre pair

de lignes du sommet i , chose impossible lorsque le nombre
de points est pair.

Ainsi il est impossible de décrire d'un seul trait les

(juatre côtés et les deux diagonales d'un quadrilatère.

La détermination du nombre de solutions possibles

pour un nombre impair de points est un problème dont

la solution est à désirer. Je l'ai proposé à plusieurs géo-

mètres distingués , sans rien obtenir. Le jeu du domino

présente une question de ce genre : de combien de ma-
nières peut-on placer sur une seule ligne tous les dominos,

en observant la loi du jeu? On peut supposer qu'on ait

mis les doubles de côté. {Lafin procliaineTnent.)

PROGRAMME RÉTROGRADE D'ADMISSION A L'ÉCOLE

POLYTECIIMOIE, 1849.

La géographie et la chronologie sont les deux yeux de

1 histoire 5 on peut dire , avec plus de raison encore
,
que le

nombre et la ligne, autrement l'algèbie et la géométrie,

sont les deux yeux des mathématiques. Vouloir supprimer

l'un d'eux, serait éborgner la science. Pourquoi ne pas se

servir de ces deux admirables instruments, qu'une bien-

faisante providence a mis à notre disposition pour scruter

les secrets de l'univers? C'est ce qu'on comprend très-bien

dans les universités anglaises , où les deux sciences sont

enseignées avec le même soin , et cultivées avec la même
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ardeur. En France, une tendante exclusive semble se

manifester vers la règle et le compas, et un éloignement

des formules algébriques j c'est ainsi que nous voyons dans

les programmes de l'illustre Ecole, disparaître successi-

vement quelques théories analytiques, remplacées par

quelques li'avaux graphiques. Cette année même, on a

supprimé l'élimination entre les équations de degrés supé-

rieurs au second (^MonitcuVj, 16 janvier 1849), et l'on a

augmenté, par contre, le nombre des épures exigées. En

admettant cette suppression, comment scra-t-il possible

d'exposer la théorie des racines égales, la recherche de

l'équation aux carrés des différences , et tant d'autres

opérations qui sont pourtant conservées? Je ne me charge

pas d'expliquer cette étrange contradiction. Le programme

étant suffisamment mauvais, pourquoi l'empirer .i^ Il n'y a

qu'un moyen bien simple d'abréger le programme d'ana-

lyse; il consiste à l'augmenter. Cette assertion n'a qu'une

apparence paradoxale. Admettez la théorie des fonctions

symétriques dont l'absence est une déplorable lacune,

la théorie générale des dérivées, le symbolisme infinité-

simal, et tout se facilite, tout s'abrège, et vous aurez

gagné le plus précieux de tous les biens
,
qu'on nomme le

temps , étoffe dont la vie est faite , comme s'exprime Fran-

klin. Les élèves, munis de connaissances nécessaires en

entrant à l'école, n'en sortiront plus ignorant même les

fonctions elliptiques, aussi indispensables que naguère

les logarithmes; n'en sortiront plus sans aucune notion

historique , n'ayant jamais entendu parler des Gauss, des

Jacobi, des Hamilton, des Roberts , et pouvant croire,

d'une foi sincère, que tout ce qu'on leur enseigne est issu

de la tète du professeur, comme Minerve de celle de

Jupiter. Signaler un mauvais état de choses, n'est pas Ir

détruire, il s'en faut; mais on remplit un devoir.
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FORlllLES GENERALES DE WARING

Pour trouver la valeur des fonctions symétriques entières et rationnelles des

racines d'une équation algébrique ('•').

Sommes des puissances entières positiues des racines. .

1 . Soit donnée l'équation

x" — AiX^-'H-A^z""-' + ...+(— i)'"A„, = o,

n étant un nombre entier positif j on a, d'après un sym-

bole connu,

S„= X'\ -f-
'•" -h . . 4- X'n.

11 S agit de trouver S„ en fonction des coefficients de

l'équation.

Ordonnons cette fonction par rapport aux puissances

décroissantes de Aj-, il vient

S„ = A'; + T, A';-' + T, A^-'+ ... 4- TpA.'\-P -+-... + T„.

Loi de formation.

Le terme général T^ est un polynôme 5 le terme généial

de ce polynôme est représenté par

R . A^ AJ Ay . . .

,

où /, ,v ,/,... , indices inférieurs , sont des nombres entiers

plus grands que i
5 et p , ct, r,... des exposants positifs

entiers, zéro compris. Pour trouver ces nombres, on ré-

sout 1 équation indéterminée

rp + .^(7 4- /T = . . . =r />(

,

et ayant soin de ne négliger aucune solution.

(*j Mcdilationcs alfichncw, Edil. tcrlia; I7<S2, p, i i»l 8.
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R est un coefficient numéiique: Us imliccs el les expo-

sants étant connus, on fait

p + (7 + T -h . , .
— «

;

et Ion a , abstraction faite de tout signe

,

les crochets désignent des produits continuels. Si p et u

sont tous deux pairs , ou tous deux impairs, le signe de Pt

est positif; et négatif dans l'autre cas.

D'après cette loi , on trouve

« //— 3
T|=:o: T-.= — fiA^; T3 = «Aj ; T4 =r — «A, H -A:

I 2

^i "— 5 .,

Ji=nA; — n.ri—à.AiA^:, 'T^z=—nAc-{-n.n—5.A2Ai-\ A" 112
_, ^ n n— 6 n —

5

T: =/?A;— n.n — oA,As

—

n.n — bAjAiH A."A ,12 I
-

n n— 7
Js = — iiA^.n .n — 7 AgA .-!-//.« — 7 A^Aj H '- A\

n— 7 n— 6 , n— 6.,— n '- •— A'A,— /?.«— 7 A'A,

n— 7 n— 6 n—

5

+ n '- • -^ y- a: •234
Waring ne dit pas comment il est parvenu à celte for-

mule; mais il démontre que si elle est vraie pour /i , elle

est vraie aussi pour n-\-\ : d'ailleurs, les sommes des

racines forment une série récurrente à éctelle de relation

connue, dont on sait toujours trouver le ternie général.

Fonction symétrique entière des racines en fonction des

sommes des racines.

2. Même équation que ci-dessus, et représentons la

somme à chercher par 2x"a:* ...x,' , //, des m racines

entrant dans chaque terme; a, ^; , c d sont des expo-
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sants entiers positifs et inégaux. \ oici la notation de

Waring:

Sb

A = *„

B = A

.sh. Se

Vfa+b
Su Sa Sb . Se

+

L^a .Sb.Sc Sa . A'A . Sj J

'iJaSbScSj J

[__ ^a **b ^c '

XjaSb

Sb Se Sd

Sd
•]

•>C ^d ^€ ]

L SaSbScSjSe J

,SbScSdSeSf
+

Dans cette relation, B, C, D, E présentent des sommes à

2, 3, 4? 5 exposants s„^i,, s^^y^e-, s„^i,+.+di '^a+i,+c+d+,--, etc.

Mais 4 se décompose en 2+ 2 : c'est à quoi répond BB , où

l'on ti^ouve Sa+b ^c+d'-, 5 se décompose en 2 4-3, on a ainsi

BC -, de même 6= 2-t-4=3-f-35 ce qui donne BD , CC
et BBB, ou s^+b s^+d+e+f et s^+b+c s,i+e+f et 5„+i Se+d ^e+f-

Cela posé , on a

2a:;.r*...^f; = A— B4-I.2.C — 1.2.3.D+1.23.4.E,
Il BB— 1.2. BC,

— 1.2. 3.4.5. F + i. 2. 3. 4. 5. 6. G,
— 1.2. BD— 1. 1.2.3.4.BE,

1.2.1.2 CC — 1.2.1 .2.3.CD,

I . I . I . BBB + I . 1

.

1 . 1 . 2 . BBC

.
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Loi de Jorniatiou

.

a. Chaque lettre apporte un coeflicieni et un signe dé-

terminés , dans cet ordre. Ainsi :

B, — i; C,+i.2; D, — 1.2.3; E, +1.2.3.4; F, —1.2.3.4.5,

et ainsi de suite.

b. Les ternies de même dimension sont dans la même
colonne verticale. Waring démontre encore que si la for-

mule existe pour ?i racines, elle existe aussi pour //-+-

1

racines.

Lorsque des exposants deviennent égaux , il faut divisei-

les termes A,B, C, D, etc., par les produits continuels

convenables.

BIBLIOGRVPHIE.

Mécanique moléculaire.

L'année quadratique i849 commence sous d'heureux

auspices, géométriques bien entendu. Dans le premier

numéro des Comptes rendus des séances de l'Académie

des Sciences, tome XX\ III, page 2, on lit : Je me pro-

pose de publier bientôt un Traité de mécanique molé-

culaire. Cette promesse exauce les vœux de tous ceux qui

aspirent à étudier les beaux et nombreux théorèmes dont

le plus illustre de nos analystes a enrichi la physique ma-
thématique

; théorèmes qui , dispersés en plusieurs re-

cueils , sont pénibles à suivre et souvent même inacces-

sibles. L'ouvrage exposera les principes généraux, et les

applications à la dynamique de l'éther, de la lumière, du

fluide électrique, etc. Puissions-nous bientôt jouir de ce

monument, digne du génie d'un géomètre dont notre

pays s'enorgueillit à si juste titre!

Question. Pourquoi l'auteur de tant d'ouvrages di-

dactiques, d'une célébrité européenne, qu'Abel étudiait
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avec prédilection et qui ont probablement développé cette

intelligence ci^éatrice
;
pourquoi Tillustrc professeur ne

figure-t-il jamais parmi ces Commissions dites d'ensei-

gnement, nombreuses comme des bataillons, que cbaqvie

jour voit naître con hrio et s'en aller moreudo?

Réponse. Ces Commissions sont cbargées et seront

éternellement cbargées de marier l'empire universitaire

avec l'autorité ecclésiastique , avec la liberté de penser et

d'empêcber que l'un des conjoints ne dévore les deux au-

tres. Dès lors, elles n'ont à s'occuper qu'à élever des

digues , construire des parapets, qu'à créer des hiérarchies,

des attributions, des honneurs, des honoraires, etc.;

choses essentielles auprès desquelles renseignement est un

insignifiant accessoire. On conçoit que de telles Com-

missions d'enseignement peuvent fort bien se passer de

l'homme le plus éminent de renseignement mathéma-

tique. Récemment, on a même exclu les naturalistes, les

chimistes, les physiciens, les géomètres, en général, les

hommes éminents dans les carrières scientifiques , et ox\ a

réuni une Commission polychrome , formée uniquement

d'hommes distingués dans la politique. C'est très-ingé-

nieux.

Éléments d'arithmétique suivis de la théorie des loga-

rithmes
;
par E. Lionnet

,
professeur de mathématiques

au lycée Descartes. Deuxième édition, 1848.

Nous n'avons rien à changer au compte détaillé de ce

bon travail (t. Yll, p. 43.9) ; la nouvelle édition est amé-

liorée, c'est-à-dire que l'ouvrage a été raccourci. L'au-

teur a fait disparaître ce qui concerne les divers systèmes

de numération. Ceci et d'autres parties plus relevées font

partie d'un autre ouvrage qui paraitra incessamment sous

rr titre : Compléments d'arithmétique.
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EXTUAIT DES EXERCICES D'ANALYSE ÎVIMERIOIÎE^

Par m. LEBESGUE.

1. Problème. Résoudre en nombres entier <: Féquation

multiple

a

a^ b., c,..., étant des nombres entiers donnés.

Nota. Pour abréger, nous appellerons équation mul-

tiple une suite d'égalités telles que l'équation (i) ; - sera

le premier membre, V 1^ deuxième, - le troisième, et^ b c
'

ainsi de suite.

Nous représenterons par D \cib) le plus grand diviseur

commun aux nombres a et Z>, de même par D {abc) le plus

grand diviseur commun aux nombres a, è, c- de sorte

qu'on aura

Ti{abc) = I>[Yi[ab)c], Y)[abcd) =T)[Ti{abc]d],

Ceci posé, la résolution générale du système (i) est

donnée par le système

^
'' \i[nbc...)~ a b~ c'

'
"'

d'où résulte

^^' ""^Diabc...)'^' '^=D[abc...)''^'
'=

D(«/;c-...)'^'
-•'

valeurs dans lesquelles U est un entier indéterminé.

Pour le prouver, il suffit de remarquer qu'en égalant

les deux premiers membres de l'équation [i),onabx= a}

Ann. de Mathémat. , t. Vlll. (Mars 18^9 )
6
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ou bien

b a . 1, .

et comme _, ., > ^ , ,. sont premiers entre eux, 1 entierx
u[ab) u[ab) '^ ^

devra être divisible par ^,,, : on fera donc x= u- _, ,, ;^ Tf{ab) J){ab)

par conséquent . -= - = -——— •

Egalant - au troisième membre - de l'équation (i),

on aura semblablement

D(«Z>) c D{abr)

Continuant de même, on aura finalement le système (a),

et, par suite, le système (3).

applications.

II. Problème. Soient

b



(
h:^

)

plète sera

^. ____!_ u r~ ^-.U
ï>{abcd...} ' -^ ~ D{abcd...)

'••

S'il arrive que «, Z>, c, r/,..., n'aient pas de diviseur

commun , D (
ahcd. ..) z=i^ ei x ^= a .\}

^ y = b .\j
^

z = c.U

—

En d'autres termes, pour obtenir le système (2), il faut

multiplier tous les termes des fractions (i) par un même
nombre U. Ce théorème est assez simple pour entrer dans

l'arithmétique vulgaire.

ni. Les deux équations

<7A + AB -h fC = G

,

flA'4-èB'+cC'=o,

donnent
,
par la résolution

,

BC— B'C _ CA^— C'A _ AB' — A'B

a b (

de sorte que si l'on pose ni= T) [abc) . on aura

BC
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on aura les équations

iA
= aai^ -h 2 b(X'i -h c^f

,

C r= a^= + 2 A/3«î + c<î'
;

/ A = «a'' + 2èaY+ C7'%

(2) B = «a'p'+ h (a'^'+ p'v' )+ ci^',
' C = «S'= + 2Z'p"'H-cJ'\

De ces deux systèmes . on déduit

B'— AC=(é^— «c)(a^— P7)'=:(è'— af}(a'^'— PY)^

On suppose que D n'est pas nul 5 il faut donc que l'on ait

a(î — P7 = dz I , a!^' — p'Y— ±l.

Nous prendrons ensemble , soient les signes supérieurs H-,

soient les signes inférieurs— , et nous dirons que les deux

transformations sont semblables.

Cela posé, les systèmes (i), (2) donneront cet autre

système :

a (a^— a'-) + 2^ (av — aY)-f- ^(7' — '/")= o,

a {up — rx'P') -h b {rjiS-hpy — ol'S' — p'y') -hc{'^S—y'3')=o,

a{p'- — p'^) ^9.b{pS — P'S') -+-c{3' — ry^)=0,

xS—Py = a'rY — p'7'.

La quatrième équation donnant

aiS—<x'S' = py — 3'7',

nous prendrons le système

/ a{a' — cc'^) + 2^(a7 — a'7) -h f (y' — 7''),

y^l \\a{ap— c^/p')-{-:ib(aS— cr.'S')-hc{Yy-YS') = o,

[ a {p^— p) -+- -ibipS—p'S') +- C {rV — rV') — o.

L'élimination de h entre les deux premières équalion>

donne, en supprimant le facteur y.y
— c/y qui ne peut
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«Hre nul {voyez plus bas),

a c

De même, rélimiiiation de a entre les troisième et qua-

trième équations du sj'Stème (3) donne , en supprimant

le facteur [id'— jS'cJ, qui ne saurait être nul

,

o^' — ol'S+ p'v
—

Pv' _ pa' — p'a

ib c '

on a donc l'équation multiple

a lb c ^

de sorte qu'en représentant par m le plus grand commun
diviseur des nombres a^ ib^ c^ on aura, l) étant un

entier,

/ ^U = w(^7'— (î'v),

(4) ) lb\3z= m (a^'— a'§ + (^'7 — §7')

,

( cU=: w(pa'— P'a);

et comme 1 ou a identiquement

[a.8'— a'§-\- p'7 — fj'/y
— 4(pa' — ^'a) (<Î7' — ^'7)

= ( a^'+ a5' — P'7
— p7.'

)-^ — 4 ( a5 - ^7 )
(a'^' — g'7'

)

,

en posant

2T = OT (a^'+ a'«î— p'7 — p7') ,

on aura , à cause de b"^ — ac =^ D,

(5) T-' — DU'= /«^

La combinaison des valeurs de 2T et j-bV] donne

T+ bH^miaS'— p-^'), T — Z'U = /« (a'5 — p'7).

Si Ton joint à ces équations

flU = w(.Î7'— 7^'), cU=:/«(pa'— aj3'),

Lj résolution de deux couples d'équations du premier
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degré, où les inconnues sont a' et |S' pour l'un , et /' et à'

pour l'autre, donnera, en ayant égard à Téquation

aà— (Sy = =b I
,

/ ±ma! = aT — ( éa -h 67 ) U ,

j dz wv' = yT -+- («a -f- ^7)11,

( ± w«î' = 5T + («p 4- bS) U.

Ces formules ont été données par M. Gauss, dans le

n" 162 de ses Recherches arithmétiques j le calcul pré-

cédent paraîtra plus simple à beaucoup de lecteurs.

V. On a supposé plus haut qu'on ne pouvait avoir

ay' — a'y = o. En effet, d'après

aS - pv = di I , a'â' — p'y' = zb I
,

a et y sont premiers entre eux, aussi bien que a' et y'. Or

l'équation ay'— a'y = o donnant-= —5 il faudrait que
7 7

Ton eût ci'=:dzu, y'= zhy. L'équation oc'â'—j3'y'=±i

deviendrait aâ'— y^'= ±15 on aurait donc nécessaire-

ment (î' = =h J + Ky
, /3

' = ± /3 + Ka , K étant entier.

De là B = fla'|3' -h b {oc'â' -h f^'y') -h cy'ô' devient

B =1 aoi.p -f- è (a^ -h Py ) -h ^7^ zfc K {ax- 4- 2 bv.y -\- cy)
,

ou

B = B±:KA, d'où Kr=o,

car A n'est pas nul^ ainsi, les deux substitutions seraient

(dba, itjS, ±y, ±0), c'est-à-dire les mêmes, ou op-

posées, ce qui est contre l'hypothèse faite plus haut.

On prouve tout à fait de même qu'on ne saurait avoir
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Exercices d'analyse numérique, formant un Traité de

la Théorie des nombres^ par V.-A. Lehesgue, profes-

seur à la Faculté des Sciences de Bordeaux, membre

correspondant de l'Institut (*).

Ces Exercices contiendront dans un ordre et avec des

démonstrations simplifiées, les recherclies contenues dans

la Théorie des Nombres, àeY.e^enàve^ elles Disquisitioues

arithmeticœ , de Gauss. Les travaux de M. Caucliy, no-

tamment ceux qui ont rapport à l'équation binôme, et de

nombreux Mémoires de MM. Jacobi, Diriclilet, Eisenstein,

Kummer, etc. , entreront en substance dans ces Exercices,

qui commenceront en janvier 1849 ' ^^ paraîtront de mois

i^n mois par livraisons de 2 ou 3 feuilles in-8", avec

tableaux.

THÉORÈME SIR LE SYSTEME DE DROITES CONJUGUEES A l^E

{m\m ET PASSANT PAR m MÊME POINT;

Par m. Lucien GILLES,

Élève du lycée Monge (**1.

Toutes les circonférences circonscrites aux triangles

formés par des systèmes de droites conjuguées passant

par un même point pris sur le plan d'une ellipse, et par

i 1 Prix de la souscription :

Pour Paris et les départements i5 francs par an.

Pour l'Étranger 30

\ Paris, chez M. Bachelier, imprimeur-libraire du Rurcau des Longi-

tudes, de l'École Polytechnique, etc., quai des Augustins, n" 53.

' '*) Maintenant élève de l'École Polytechnique.



(88)

une droite parallèle au diamètre conjugué du diamètre

qui passe par le point O , se coupent en un même point

situé sur le diamètre qui passe par le point O [fig- 5,

PLI).
En effet, soit A le centre de l'ellipse, prenons AO et

son conjugué pour axes coordonnés 5 Féquation de la

courbe sera

a'^-y- -t- b"x''=La"b'\

Soit DD' la parallèle à l'axe des Y. Posons

OA=r/ et AB=/^.

Soitj^ = m {x — d) l'équation de OE; celle de OD sera

J = TT-i^ ~ ^)-

Remplaçons dans ces équations .r — d par — «y = OB,

il viendra

b'
BE = — mu et BD = —— <i.

a 'm

Nous avons donc

//-

EB X BD = + ~ q\
a -

Soit IVl le point où le cercle qui passe par les trois points

E, O, D rencontre OA. Nous avons

MB X BO = BE X BD.

En remplaçant ces quantités parleurs valeurs.^ nous trou-

vons

b'-'

La quantité BM étant constante, il s'ensuit que le théo-

rème est démontré.

Tous ces cercles avant uii<; cnrd(^ commune MO. il
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s ensuit que le lieu de leur centre est la perpendiculaire

élevée sur le milieu de MO.
Si l'on place le point O au centre , et qu'en même temps

on prenne la directrice pour la ligne DD', on trouve alors

que le point M est situé sur le grand axe, à une distance

de la directrice, troisième proportionnelle à l'excentricité

et au demi-petit axe; et le lieu des centres devient une

perpendiculaire au grand axe menée à une distance du

centre égale à — De cette propriété on déduit le théo-

rème suivant :

(( Si d'un point quelconque de la perpendiculaire au

» grand axe menée à une distance du centre, troisième

)) proportionnelle au double de l'excentricité et au clemi-

» petit axe, on décint une circonférence passant par le

» centre de l'ellipse, cette circonférence coupera la di-

)) rectrice en deux points tels
,
qu'en les joignant au

-.) centre, on aura un système de diamètres conjugués. »

L'hyperbole jouit des mêmes propriétés.

SOLUTION GEOMETRIOIE DE LA QUESTION loi

( t. VI, p. 388) ;

Par m. a. Mannheim,

Élève du lycée Charleniagne, classe de M. Catalan (").

D un point A [Jig. 6, PI. /), extérieur à une courbe

du second degré , on mène deux tangentes AB et AC 5 d'un

point (jr de la courbe on mène une tangente DE et un dia-

mètre GO; on joint le point A au point de rencontre de

ce diamètre avec la corde de contact BC: cette droite par-

tagera en deux parties égales la portion de tangente DE
comprise entre les deux tangentes AB et AC.

( ) Maintenant élève de l'École Polytechnique.
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Menons du point A la droite AL parallèle à la tangente

DE. Le pôle de cette droite est le point de rencontre F
du diamètre GO et de la corde BC. La corde BC, qui

passe au point F, est divisée harmoniquement par ce

point et par la droite AL. Les droites AL, AB, AF, AC
forment un faisceau harmonique , et la droite DE

,
paral-

lèle au ravon vecteur AL, est partagée en deux parties

égales par les trois autres AB, AC, AF5 ainsi DH = HE.

La démonstration est exactement la même pour l'hy-

perbole et pour la parabole. Dans le cas de l'hyperbole,

si le point A est au centre de la courbe, les tangentes

AB, AC sont les asymptotes, et l'on retombe sur un théo-

rème connu.

Dans le cas de la parabole, on a AH=:HF [Jig- 7,

PL /), car le point F étant le pôle AL , on a GF = GM.
La figure AEFD est donc un parallélogramme 5 on voit

donc que si, par le point A, on mène deux tangentes

AB et AC à une parabole, si , d'un point F de la corde de

contact de ces tangentes , on mène des parallèles FD et FE
aux tangentes AB et AC , la droite DE

,
qui joint les points

de rencontre de ces parallèles avec les tangentes est elle-

même tangente à la parabole.

Les tiiangles DBF et EFC sont équiangles, et, par

conséquent, semblables, et l'on a

DF_DB AE DB
ËC ~" ËF

""
ËC ~ AD '

d'où l'on voit que la tangente DE divise en parties inver-

sement proportionnelles les tangentes AC et AB.
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KQCATION

De la (diirbc qiio décrit un chien à la poursuite de son maître qu'il voit

constamment parcourir une droite : le rapport m des vitesses est constant
;

Par un Élève de l'institution Barbet,

La tangente à la courbe j^ = y (x) au point occupé par

le chien passe par le point où se trouve l'homine au

même moment. Si A' et A sont deux positions du chien,

R' et B sont les deux positions correspondantes du maître.

De plus

BB' = m arc AA' yjig. 8 , PL I)

,

OB = j — xif^ {x).

Posons
z=z xvf' [x),

et soient / et k les accroissements de z et de j' corres-

pondants à un accroissement h àe x :, nous aurons

0B'=j+ k — {z^ l), BB'= /• — /, corde A A'= s/P-f- h\

I arc AA' cord. AA'

m cord. AA' BB'

arc AA' \/i'-^
m cord. A A' b

Il
~

h

Puis, en passant à la limite

arc AA
cord. AA

" ni y x(f [xj

a ou

>"(x)^=[cp'(./;,r+ I
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Cherchons à déterminer cp' [x] que nous supposerons algé-

brique. Prenons les dérivées des deux membres de l'é-

quation (i)

,

m'f'ix) <f"{x) z= x^-^"{x) ep'" (,r) H- :»;<p"(.r)%

OU

(2) m'rf'(x) = x' cp'" (.r) -f- X cp" (x)

.

Soit Ajo" un terme de
f'

(.r). Les termes correspondants

de f{x) et cp'"(.r) seront riAx"'^ et « («— 1) Aa:''-^

l'identité (2) exige donc que l'on ait

nA -^ fi(n — i) A = m-A , ou « = ± /fi.

9' (x) sera donc de la forme A.r'"+ Bx~"'.

De plus
,
par l'équation ( i ) on a

m' [ 1 -f- [Ax'" -H Bx-'" )] = X'
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Discussiofi

.

I". /« ^ I.

/«=— , fraction irréductible. I^a courbe est symc-
2 rt

trique par rapport à 7 = c, et n'a aucun point à gauche de

O/-, cliacuue des deux branches se compose d'une branche

asymptotique cà Or, et d'une autre branche parabolique.

m = ———— , fraction irréductible. La courbe aura
2 /? + I

deux branches symétriques par rapport à l'axe des j ; si

p est impair, chacune de ces branches se compose de

deux autres, l'une asymptotique à Or, l'autre para-

bolique.

Si p est pair, il y aura une seule branche de même na-

ture que les précédentes.

2°. m = i.

Une seule branche analogue aux précédentes.

3°. w < I .

m=:—. La courbe est symétrique par rapport à

y =z c-^ elle touche Oy au point x = o, y = c; tous ses

points sont placés à droite de Or-

Si m= , la courbe touche encore l'axe des r
2 « H- I

' -'

au point x = o, r = <^5 mais ce point de contact est en

môme temps un point d'inflexion comme le montre la

forme de la dérivée seconde qui change alors de signe.

Dans le cas de m <^ i , la courbe n'a pas d'asymptote

rectiligne et n'offre qu'une seule branche distincte com-

posée de deux branches infinies.



( 94 )

Note sur la courbe de poursuite.

Ou lit daus la Correspondance sur VEcole Polytech-

nique, tome II, page 27$, i8i4 :

« Un ancien élève, directeur des douaues à Fuliguo,

» département de Trasimène (M. Dubois-Aymé) , se pro-

» menait sur le bord de la mer : il aperçut à quelque dis-

)) tance une personne de sa connaissance, et se mit à

» courir pour l'atteindre. Son chien
,
qui s'était écarté,

» courut vers lui en décrivant une courbe dont l'em-

» preinte resta sur le sable. M. Dubois , revenant sur ses

» pas, fut frappé de la régularité de cette courbe, et il

» en chercha l'équation en supposant, 1° que le chien se

» dirigeait toujours vers le lieu que le maitre venait de

» quitter; 2" que le maître parcourait une ligne droite;

I. 3" que les vitesses du maître et du chien étaient uni-

» formes. »

On donne ensuite une équation de cette couibe dont

l'inexactitude a été établie par jM. Thomas de Saint-Lau-

rent , alors lieutenant au 7" régiment d'artillerie à pied

{Gergonne , tome XIII, page i45, 1822). ]M. Saint-Lau-

rent parvient d'abord à la même équation (1); mais, au

lieu de supposer que (p' (x) est algébrique, espèce de di-

vination , il intègre léquation (i) et parvient directement

à 1 équation (3) ; ensuite on prend pour axe des x, la tan-

gente perpendiculaire à l'axe des y.^ et l'on désigne par a

la distance du point de contact à l'origine; de sorte que

1 on a

^a'"— j— «-"' = o
,

4.4

d'où

A=^r/-'" et ^'(A-) = i %^- tJ
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car pour x =^ a^ on doit avoir j = o.

La courbe est rectifiable, ce qui est évident à priori;

Tintégration donne, pour la longueur de l'arec compté

depuis le point de contact avec Taxe des x,

a :(r--]-„-^Ky
Quand x diminue, s croit positivement, comme le re-

marque M. Querret (même volume, page 390).

Si 1 on transporte l'origine au point de l'axe desj , où

l'on a >= ;—

—

-, léqualion de la courbe prend cette

forme

mJ -i^n
On peut donc construire la courbe à Faide de deux autres

courbes, 1 une parabolique et 1 autre byperbolique
;
pour

m^ I
, y devient constamment infini , ce qui annonce un

changement dans la forme de la fonction
(p (x)

,
qui cesse

d'être algébrique et devient logarithmique. Dans le même
volume on trouve la solution du problème plus général, où

le chien, traversant une rivière pour rejoindre son maître,

est à chaque instant détourné par le courant constant de

l'eau. On doit une première solution à JMM. de Saint-

Laurent et Sturm (page 289) ; mais la plus belle, d'une

admirable simplicité et fondée sur la considération des

mouvements relatifs, a été donnée parM. Querret (p. 391).

La courbe considérée dans le premier problème est

aussi celle que décrirait un vaisseau qui en poursuivrait

un autre, en se dirigeant constamment sur lui. C'est là K-
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problème que Bouguer a lésolu; en parvenant à la même
équation donnée ci-dessus, il nomme la courbe ligne fie

poursuite [Mémoires de VAcadémie, l'J'^1 ,
page i), et

Maupertuis en a donné une solution plus courte. Tm.

NOTE SIPPLÉMENTAIRE Ail THEOREME HOMOGRAPIIIOIE

(t.. VII, p. 447).

I. La valeur de z" donnée page 448, ligne 7, est fau-

live. Il faut lire

„_F(«-t~ 1) — «Np
" ~ M p ( I — a)

Substituant cette valeur corrigée et passant aux coordon-

nées rectangulaires, on trouve pour équation du lieu

cherché

,

(i) F(rt'-h \)yKr'-\-'&xj + Cx' _f- Dj + Ej; + F]

-4- ff [Dj+ Eorp— 2rtF [A/^-f B.rj-+ CoT''— Dj— E J7— F]=o.

II. Si l'on remplace a par -5 le lieu ne change pas, ce

qu'on peut prévoir à priori -, car le lieu est coupé par une

droite passant par le pôle O en deux points N et 1\': Fun

répond au rapport a et l'autre au rapport -• Il suffit donc

de considérer les courbes correspondantes aux valeurs de

a comprises entre H- i et — 15 nous avons supposé le

point N entre M et M', et a est positif: lorsque le point N
nest pas entreM et M', alors a est négatif.

III. Pour « = I, le lieu se réduit à la droite double

/Dy _|_ E.r — iJ^Y =^ ^'1 *^^^^^ la polaire de l'origine,

comme cela doit être : le rapport devient harmonique.

IV. Faisant rt = o, on trouve la conique donnée. En
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ellet, alors ]N se contonti avec A'^ de luèiiic en faisant

a = - = ce . alors F se confond avec M.
o

V. Posons a = — i ; 1 équation se réduit à

/j^ — 2 nxj H- /'«^ = o.

C'est qu alors le point N se confond avec l'origine O, et

le lieu est ce point lorsque le point O est dans l'intérieur,

ou bien les deux tangentes à la conique donnée lorsque le

point est extérieur.

\I. Les intersections de la conique avec le lieu géo-

métrique sont sur la polaire Dj -t- Kx -f- 2F= o -, donc

,

quelle que soit la valeur de a , toutes les courbes qui sont

données par Téquation passent par les deux points réels

ou analytiques.

M^I. La polaire de la conique (i) relativement à l'ori-

gine est Dy -+- E.r -{- 2F = o ; donc ,
quelle que soit «, le

pôle O a la même polaire , et comme toutes les coniques

passent par deux mêmes points situés sur cette polaire , il

s'ensuit que toutes ces courbes se touchent en ces points,

et par conséquent leurs centres sont sur la même droite.

De là le théorème suivant :

MIL Théorème. Si deux coniques ont un double con-

tact , et que par le pôle O de la corde de contact on mène

une transversale, coupant la première conique en A et B,

et la seconde en A' et B', le rapport anharmonique des

quatre points O, A, A', B est réciproque au rapport an-

harmonique des quatre points O, A, B', B; ces rapports

sont respectivement constants pour toutes les transversales

issues de O.

inii. tif Mtuhcmiit.. tome VU!. ( M.irs i84i)
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OllESTION D'EXAMEN SUR LE TRAPÈZE ET LE QUADRILATÈRE

INSCRITS.

I. Problème. Inscrire dans le cercle donné un tra-

pèze dont Vaire et les côtés non parallèles, nécessaire-

ment égaux, sont donnés.

Solution. Soit ABCD le trapèze inscrit; faisons

AC =: BD= z, S = aire , D 1= diamètre.

La distance des deux bases AB, CD est égale à

\sJ^a^ — {y — xY;

donc

S = |(j: + j) v/4«' — (r + ^)^ + 4-^7-

Or dans le trapèze inscrit , 1 on a

n''- -\- xy =z z';

donc

(1) S = i{x-hx)s/^z^-{^-^-yT.

Soient s et s' les aires des trtangles ABC , ACD ; on a

axz = 'Ds, ayz = Ds'; d'où «z (x -f- j) = DS

.

Remplaçant dans Téquation (i) or -\-j par sa valeur, et

faisant disparaître le radical , on déduit

(2) 4flf-(D'^ — «')z< = D'S';

on peut donc construire géoniétriquemeni z, et par con-

séquent le trapèze.

Au moyen de l'équation (2), connaissant trois dts

quatre quantités «, z , S, D, on peut construire la qua-

trième. S croissant proportionnellement au carré de z, il

s'ensuit que S est un maximum lorsque z est un dia-
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mètre, et alors le trapèze devient un rectangle inscrit.

On trouve aussi

ce qui donne la valeur de x-\-y, facile à construire de

plusieurs manières. Soit A' le point diamétralement op-

posé à A j on aura

DA'— VD^ — 2'= b;

et faisant S = 2«/, on obtient

bz' = D-7, {x + j)^ = 4 bl.

Observation . Pour le cas général du quadrilatère, voir

tome Ml
,
page 69.

II. Soient a, b, c, d les quatre côtés consécutifs d'un

quadrilatère inscrit, mla. diagonale qui va de Tangle ab

à l'angle c<7, et n la seconde diagonale : on aura

, , m- [ah -\- cd) n^ ad + bc)
ac -+ bd= — '- = -L

;

ad -\- bc ab -\- cd

a- -h (P — b' — c''
, ,^ a- -]- b'— c'— d^

cos [a , d) = ; j—, : ces [a, b) = ; :

^ ' 2 ad -+- bc; ' ' lab + cd

sm [a, d) = — r- : sm (a, b) = —, ;

^ ' ' ad-h bc^ ^ ' ' ab-hcd

, , x-TT i^.
{ac-{-bd){ab-{-cd)[ad-\-bc)

.S= aire [v. t. VII
, p. 70; ;

D-=
~~rs-

— ''

D = diamètre du cercle circonscrit ; sin [a, m) = —
;

sin [b, m) =~; sin (rt , rt) = —
; sin [b, n) = ~\

2S
sm [m ,n) = ^^r^p^^ ; S' = {s — a){s-b) {s_ — c) (.v — d)

;

2 * = rt + i 4- r -f- c/
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TRIGONOMETRIE.

Théorème I. Dans un triangle recliligne ABC, on a

la relation

sin^ A 4- sin' B -h sin^ C =: 2 sin A sin B cos C

-t- 2 sin A sin C cosB + 2sin B sin C cos A.

Démonstration. Circonscrivons une circonférence au

triangle : on a

« = 2RsinA, i=r2RsinB, f = 2RsinC;

a^ b, c sont les côtés et R le rayon. Or

a^= b^ -^ c- — 2 i cos A ;

donc

sin" A = sin^ B -+- sin' C— 2 sin B sin C cos A.

On a deux autres équations analogues; les ajoutant, on

trouve la relation énoncée.

Théorème II. Soit un triangle sphérique ABC; rz,

by c les côtés, et A', B', C les angles du triangle recti-

ligne formé par les coides; on a la relation

sin' {c -\- sin'-j- h + sin- -i- c ^ 2 sin { « sin | è cos C
+ 2 sin -^ « sin Y <^ cos B'+ 2 sin | è sin | c cos A',

Démonstration. Les trois cordes formant le triangle

recti ligne sont égales à

2sin|<7, 2sinyè, 2sin|<',

et l'on a dans ce triangle

4 sin- 1 a = 4 sin' { b -\- ^ sin' jc — 8 sin { A sin y c cos A'.

On a deux autres équations analogues ; ajoutant à celle-ci,

on trouve la relation indiquée.
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PROPRIÉTÉ DES NOMBRES,

Par m. G.-J. DOSTOR,
Docteur es sciences mathcmiitiques.

I'héorème. Dans tout nombre, la somme de plusieurs

dù'iseurs est à celle des quotients correspondants, dans

le rapport inverse de la somme des 'valeurs inverses des

diviseurs et de celle des valeurs inverses des quotients.

Soient dx, d^^ f/j,..., d„ plusieurs diviseurs du nom-
bre N; (/i, (/2, (Jii"-i q,i les quotients correspondants , de

sorte que

je (lis
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insi . on a aussi
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Si [ab' — a' by ^ a'^ -^ b''\ l'iutégiale définie est nulle
^

si [ab'— a'b)'^ <; a''^ -\- ^'*, la valeur de l'intégrale définie

27r
est : mais il faut que la partie réelle du ra-

dieal soit positive.

3. Mémoire siif les différentes manières de se servir de

l'élasticité de Vair atmosphérique- comme Jorce mo-

trice sur les chemins de fer^ une de ces manières con-

stitue les cliemius de fer atm.osphénques proprement

dits; par l'éditeur. i4-58 (en français) [*].

i. Sur la théorie des fonctions elliptiques ;
par M. Ei-

sEKSTEiN , docteur eu philosophie à Berlin. 59-705

continuation du n" i4 du tome XXX. Obsen-ations

sur les formules transj'ormatoires

.

5. Sur les fractions partielles
^
par M. Eisensteiin , à

Berlin. 71-74-

Soit n = o une fonction entière en .r de degré n-^ x"

A pour coefficient Tuni té , et les autres coefficients sont

des fonctions de ) ; Xi, .r,,..., x„ étant racines, on a

el , en différentiaul

,

1 /Vfi\ ff^

a \dy I dy x — x,^

De là Tauteur déduit les quatre théorèmes relatifs aux

l'ractious partielles, qui sont le sujet d'une dissertation

spéciale de M. Jacobi
,
publiée en 1825

-,
système de théo-

rèmes dont l'illustre analyste dit : « E theorematis, quœ

)> in démentis algebraicis traduntur, vix exstat aliud ma-

« gis utile in toqualionibus maxime diversis. »

Imprimé à l'aris. die/ M. Bachelier.
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Les auteurs français d'éléments connaissent une ma-

nière très-courte d'établir des propositions que M. Ja-

cobi déclare être des plus importantes de l'algèbre élé-

mentaire; ils ne les donnent pas.

6. Théorèmes dont les propositions connues sur les

courbes parallèles sont des cas pat^ticuliers ^ ^ar M . le

professeur J. Steiner. 75-79.

Soient deux courbes quelconques A et B dans le même
plan , a un point sur la courbe A , et Z» un point corres-

pondant sur la courbe B, où la tangente en a à la courbe A
est parallèle à la tangente en b à la courbe B 5 supposons

que les deux tangentes s'enroulent sur les courbes , mais

en restant toujours parallèles, et soit «1 et bi une autre

position : «aj et Z»Z», sont des arcs correspondants. Pre-

nons pour pôle un point quelconque P dans le plan des

courbes et concevons un rayon vecteur Pè mené à un

point de la courbe B5 par le point correspondant a,

menons vers la convexité une parallèle ac à PZ», telle

qu'on ait ac = PZ> : le lieu du point c sera une troisième

courbe C formée de l'arc cci . Quelle que soit la position du

pôle P, on aura toujours un arc ccj congruent et homothé-

tique, c'est-à-dire qu'un arc pourra être placé sur l'autre

par un naouvement de translation sans aucune rotation.

Si on mène les rayons vecteurs aux points de l'arc aa^ et

qu'on fasse la même construction , on aura une quatrième

courbe congruente elsjmétnque àla troisième ; c'est-à-dire

que, pour opérer la superposition, il faudra une rotation

de 180 degrés. Si l'on joint deux points correspondants a

et b^ et qu'on mène par un pôle P une parallèle Vd= ab^

le lieu du point d est une cinquième courbe égale à cci

et homotliétique ou symétrique, selon le sens suivant

lequel on mène la parallèle. Dans chacune de ces trois

courbes, les tangentes aux points correspondants sont
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parallèles, et la longueur de l'arc est égale à la clilléreuee

des deux arcs ««,, hh\. Si, dans la construction de la

troisième courbe, on mène la parallèle du côté de la con-

vexité, on obtient une courbe dont la longueur est égale

à la somme a«i -h bb^ . Si la courbe B est un cercle et

qu'on prenne son centre pour pôle P, on est ramené aux

propriétés des courbes parallèles. Des constructions sem-

blables ont lieu pour des surfaces.

Ce Mémoire a été lu dans la séance du 26 mars 1846

de TAcadémie de Berlin , et , à la même séance , M. Steiner

a établi les propositions importantes suivantes : A deux co-

niques A et B dans un plan correspondent toujours quatre

coniques C telles, que la conique B est, par rapport à C

,

la polaire réciproque de A^ ces quatre coniques ont des

relations telles, que l'une détermine les trois autres. Pour

les surfaces du second degré, il y a liuit solutions, entre

lesquelles existent encore des relations mutuelles.

7. Sur un mojen général de "vérifier Vexpression du

potentiel relatif à une niasse quelconque homogène
ou hétérogène; par M. G. Lejeune-Dirichlet. 80-84

(en français).

On sait qu'on appelle maintenant potentiel Tintégraîc

triple qui exprime la somme des éléments d'une masse,

divisés cliacun par sa distance à un point quelconque; les

propriétés de cette fonction si importante dans la théorie

nevs'tonnienne de l'attraction ont été étudiées par l'im-

mortel Gauss, auquel on doit le nom qui désigne la fonc-

tion. L'objet de ce Mémoire est de démontrer que ces

propriétés n'appartiennent qu'à cette fonction , et pas à

aucune aiitre.

^^. Sur la stabilité de réqiiilibre; par M. ( j. Lejei'jve-

DiRicHLET. 85-88.

I. auUiu ninnlK! rinsulfisance des démonslralions de
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Lagrange et Poisson fondées sur la théorie des critériums

du maximum
; il en donne une indépendante de ces cri-

tériums, et il termine par signaler une erreur commise
par plusieurs géomètres (Poisson, Traité de Mécanique,
tome [I, page 490 • J^ous donnerons la traduction de ce

Mémoire instructif.

9. Observation sur la théorie r/es nombres^ par M. le

professeur Stern, à Goltingue. 89-90.

i.p nombre premier de la forme 8/i-hi, de sorte

qu'on a /:> = c^ -{- 2 r/^;

±ic — ^î—Z: ^L_l: ±1 —„ (théor. de M. .)acobi)|*|,
1.2.3.../? ' ^ "^

'

'1 "xn .0.11 — I ...// + I •

, , , , , ,, ^
rr: 2c —— :=. p ^tliooreme de M. Stem),

le signe supérieur lorsque c est de la forme 8 -h i ou

8 -f- 3, et le signe inférieur loi'sque c est de la forme 8-1-5

ou 8 H- 7.

10. yJpproxùnation de la quadrature du cercle. 91-92.

Soient AOB le diamètre d'une circonférence et COD le

diamètre perpendiculaire
5
par C on mène une parallèle au

diamètre AB, et, par conséquent, une tangente au cercle.

Dans le quadrant AC inscrivons la corde AS = AO = 15

prolongeons le rayon OS jusqu'à ce qu'il rencontre la

tangente menée en C , en T^ prenons sur la tangente

rZ= 3 AO, de manière que C soit entre T et Z. La dif-

férence entre la longueur de la demi-circonférence ACB
et la droite DZ = 3,i4i533 sera un peu moindre que

le YîTT^ ^^ rayon AO. Si l'on prend sur la tangente

ZCK = ZD, alors l'aire du triangle ZDK , lorsqu'on a

( ) Le point placé sur celte lettre indique le multiple de la quantité

qu'elle surmonte; notation leibnit/ienne que j'ai nfU>p(ée pour évilcr

l'éfriturc incongrue des ronj^nicriccs
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cos ju= taiig X = li8 . «'^ et cos // , csl à peu près égale au {

de la circonférence.

Ou trouve celte construction simple dans une brochure

publiée à Hambourg, par -M. Psicolaï ^tawretzkv, membre
de 1 Académie de Saint-Pétersbourg.

Fac-similé d'une Lettre de Mauperluis , datée de Pots-

daui, le i8 août, sans millésime, et adressée à M. de

Prémontval.

On y trouve encora faj, et vous envojerez, luy, fériés.

[La fin prochainement.)

QUESTIONS.

100. Inscrivant une droite dans Tangle des asymptotes

d'une hyperbole, de telle sorte qu'elle intercepte un tri-

angle dans cet angle et un segment dans Thyperbole^ la

droite allant en s'éloignant du centre parallèlement à elle-

même, la limite de l'aire du segment divisée par l'aire du

triangle est égale à l'unité.

101. Soient PT [fig- 9, PI- J) une courbe sphérique,0

un point fixe sur la sphère, etPQ un grand cercle tangent à

la courbe en P. Menons un grand cercle par O faisant avec

OP un angle POR, complément de OPQ ; abaissons de M,
milieu de OP, un arc IVJjN perpendiculaire à OR, et pre-

nons le point Y\ de manière que OR soit divisé en parties

égales à JN. Le grand cercle RS, tangent à la courbe, lieu

de R , fera avec OR un angle ORS égal à OPO.
Remarque. En faisant dériver d'une courbe donnée

quelconque une série de combes se succédant d'après la

loi indiquée, le théorème qu'on vient d'énoncer nous

fournira une formule pour la rectification d'une quel-

ronque des courbes de cette série. (Strebor.)

102, Trouver des nombres ralionnels satisfaisant aux
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deux équations

x^ — 7^— I =: «' (Lilavati, sect. IV, règle 5g-6o).

103. Étant donné un triangle plan, soient trois para-

boles, ayant même foyer, dont cliacune est touchée par

deux côtés du triangle^ si l'on mène à la première de ces

paraboles la tangente qui coupe perpendiculairement le

troisième côté du tinangle, et, de même pour les deux

autres, les trois droites qu'on obtient ainsi, seront toutes

tangentes à la même parabole, homofocale avec les trois

autres. (Strebor.)

(^IIBATIRE Wm POLYÈDRE A FACES TRAPEZES,

d'après m. C. KOPPE , à Soest.

(Crelle, t. XVIIl, p. 275, i838.)

I. Leinme. L'aire d'un polygone est la somme de

termes dont chacun est le demi-produit de deux côtés du

polygone par le sinus de l'angle qu'ils comprennent [voir

lomeMI, page 348).

II. Théorème. Ufi corps ayant pour bases deux po-

lygones parallèles, et pour faces des trapèzes, est équi-

valent à un prisme ayant pour hauteur la dislance des

deux polygones, et pour hase Faire de la section paral-

lèle faite à égale distance des deux bases, augmentée

de la douzième partie de l'aire d'un polygone qui a les

mêmes angles que les polygones, et qui a pour côtés les

différences de leurs côtés homologues.

Démonstration. Soient «1, «2v^ ^'* l^s côtés succes-

sils du polygone supérieur, et &i, /'s v? ^4 les côtés cor-

respondants de la base inférieure; a^ et />j, rt, et ^,, etc.,
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sont parallèles. Soit II riiilervalle dos bases. Désignons par

{(ij,a,i) l'angle de deux eûtes a^, «,^; on a {o-pd,,) = {^^iJ*q)-

A une distance x de la base supéiieure, faisons une section

parallèle aux bases, et soient z,, z^^...^ z,, les côtés cor-

respondants cà «1, «2 v'î '^'o o^ aura

[ZnZn] = [a„ap'^ll

et

Zp^= Hp {(Ip ^p)
J->

Zq-=^ a^ (rty ^î) T'

A, B désignant les aires respectives des bases, et Z Taire

de la section , on a, d'après le lemme,

A = •jsjrt^.rt, sin(rtpfl,),

B = \V^hphq%\x\[apa^),

Z r= \l\zpz^ sin [cipaq)

,

ou mettant les valeurs de ZpZ^^ il vient

i-2
I

Opn^— (2 ap rty — ap hg — a^ bp) - 1

I
+{"p — ^i> («V ~ ^î) ^ I

V désignant le volume des corps , on a

Tjdx T=i —^ hl [i ap a ri
+ «,, 6, H- ibphq) sin np a,j

.

Soit V le volume du prisme qui a pour hauteur li et pour

base la section parallèle passant par le milieu de //; on a

V'= \h'L{ap + Oq) [bp + bq) sin^^«y,

V — V = ^'- la [ap — bp) («y — èy) sin (ipOq-,

or cette différence est la douzième partie d'un prisme

ayant pour hauteur Ji et pour base un polygone équiangle

aux bases, et dont les côtés sont a— b^ cip— Z»,, et

ci.--h^. C.Q.F.D.
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CoROLL/ViREs. i*^. Cô/ie ti'onqiié à bases circulaires.

Soient h la hauteur d'un cône tronqué, /* et p les rayons

des bases ; on aura

2°. Cône tronqué elliptique. Soient h la hauteur, «i, eu

les demi-axes principaux d'une base, Z>i, h.2 les demi-axes

principaux de l'autre base
-,
on aura

V= vh — V- TT f«, — b,
)
[a, — b-,) •

3°. Hexaèdre trapézoïde. Les bases étant aussi des

trapèzes, soient «j, a, les côtés parallèles d'une base et c

leur distance, Z>i, b.2 les côtés parallèles de l'autre base et d

l'intervalle; on aura

y = h\ h- tV!«i— Oi-H«2— b.) •

2 2 '
' 0. ]

RESOLUTION GÉNÉRALE DES ÉOUATIONS DES QUATRE

PREMIERS DEGRÉS
5

Par m. P.-G. EISENSTEIN.

(Journal de M, Crelle , t. XXVI, p. 81.)

Traduit par M. Lebescue.

Dans la résolution des équations de degré élevé , on se

contente à l'oi'dinaire, à ce qu'il semble, de démontrer

leur possibilité, tandis qu'on se laisse détourner de la dé-

termination edective du résultat final, par la prolixité

du calcul
;

je donne ici le résultat final complètement

développé pour les quatre premiers degrés. Je preiids une

équation tout à fait générale, sans ces restrictions que
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le foetlicioiU du premier terme est limité, el que celui

du second terme est nul, ce qui ne fait que nuire à \v-

légancc et à l'expression du vrai caractère du résultat

final.

I. L'équation du premier degré ax -\- i> = o donne

n

II. Pour la résolution des équations des deuxième,

troisième et quatrième degrés, il faut introduire deux

nouvelles fonctions cp (?>) , ^ (X) déterminées par les équa-

tions 9^ ().) = )., ^^'(X) =y.
La fonction ip (X) a deux valeurs ±cp(À) tandis qu<'

l'autre prend trois valeurs qui se déduisent d'une seule

de la manière suivante :

OÙ p représente l'expression ~ [— i -|- v(— 3)].

Si Ton représente, pour abréger, par A , B, C , D, E, F
les fonctions homogènes qui suivent :

k=z b'^ — ac , B = 3 abc — a^d — 2 è

%

C = a^d^ — 3 h'^c-' — 4«c^ 4- 4 db' — 6abcd,

D= ae -\- 3 c^ — ^ bd , K = ad^ + b''e — ace — 2 bcd -f- c
,

F =2.'] a'd'-^ 27 b^c^-+- iSa^c^e' — 36 b'c'd'— S^a'^cd'c

— 5^abc-e- — loSabcd^ — 108 b^cde -{- 6 a b-d^e

-+- S^ac^d'' -i- 5^b-c^e -{- 180 ribc'' de — 8i nc^ c — a^e'

+ 64 b'' d^ -h 12 «' bde-,

les racines de léquation quadratique générale

njc^ 4- 2 /;jc H- c = o

seront

a; =1 - [— b zb <p(A)].

IIL Pour l'équation cubique générale

/'^^• ' -+- 3 b.v- -i- 3 ex -\- d =: o ,
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on trouvera

^ = ^[-/^ + p'^W + p-Kra.

où

et les valeurs correspondantes des deux fonctions t|> (a)

,

^ (|S) seront complètement déterminées par l'équation

IV. L'équation générale biquadratique

ax' -\- 4 àx' H- 6 ex'' -\- ^ cix -\- c = o

donne

.r =
^ [— i + 9 (7) -I- tp (5) + 9 (e)],

.r = -[—*+ 9 (7) — cp {S) — r^ (e)],

,r= -[— è— cp(7)+ (()(^) — ^(s)],

^ =_-[—* — «P (7) — ? {^) +-
<P (£)]»

où

7 = A -f- >[,];((;) + 4.(7,)],

^ = A + i«[.î.(i;) + p'^(>î)],

^^ 9E + <p(3F)
^^^

9E-y(3F
)

9
'

9

Pour la détermination des valeurs correspondantes, on

emploie les deux équations
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I^os racines do l'équaliou générale du cinquième degré

prennent une forme toute semblable quand, outre les

fonctions cp(X) et ^|'(^), on introduit encore une nouvelle

fonction /(?0 déterminée par Téquatioi)

Je reviendrai, dans une autre occasion, sur les pro-

priétés remarquables et la formation des fonctions homo-

gènes qui se présentent dans les formules pour la réso-

lution des équations algébriques, et je montrerai leur

usage dans la théorie des nombres.

THÉORÈMES B'iiôUOGÉMTE.

I. M. Otto Hesse, professeur à Kœnigsberg, a eu l'in-

génieuse idée de représenter les coordonnées d'un point

sur un plan , non pas par x et y , mais par - -
5 de même

un point dans l'espace par --, - ^ -, zetu sont des dénomî-^ '^ '^ u u u

Dateurs quelconques. Pour exprimer qu'un point a pour

x' y' .

coordonnées — 5 "V' on écrit (x\j'^ z')-^ ces conventions
z z

établissent dans les formules une symétrie qui n'existe

pas dans les conventions usitées, et rendant homogènes les

équations descriptives des lignes
,
permettent de leur ap-

pliquer les propriétés des fonctions homogènes.

II. Exemple. 1". L'équation ordinaire d'une droite

Y OC

est ay ~\- hx -\- c ^ o\ si l'on remplace j^ et x par -)-•>

(*) yX^)^l—)^-^-io.—^- i5. 14. y|-— 20.19.18^— ...,

= V,_^-r....

Ann. dp Maihènml., t- VIII. (Mars 1849)
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elle devient aj -{-6x-\-cz — o, homogène en x^ j , z.

2". L'équation ordinaire d'une droite passant par deux

points est y {x'—x") -h x {j"—y') H- y'x"—xy=:o;
V ^ Y X Y ÛT

remplaçant r , o', r', x' ^ r"? x" par -1 -•,—•>—•, ~r,i — •>i» -J ' ^ -^ ' z z z z z z

on obtient

.r (jV) -\-j[z'a:") 4- z (.r'jy") = o, homogène et symétrique.

Les quantités entre parenthèses sont des binômes alternés

ou des déterminants à deux éléments.

3°. SoitF(.r, ^)=oréquationd'uneligne; l'équation or-

dinaire de la tangente estj^D,^ H- a:D;,/ X'Dy ^'D-/=:0,

oùD,v représente ce que devient la dérivée de F [x^j) par

rapport à j^, quand on remplacer et j^ par x', j' coordon-

nées du point de contact. Remplaçantdonc, dans l'équation

F (or, y)=o, xeiy par - et - ? elle devient (p(x, j, 2) =0,

homogène en x
^ y ^ z-^el l'équation de la tangente prend

x' y'

la forme symétrique xH^i -\-yY)y -f- zD^/= o : —•, — sont

les coordonnées du point de contact -, D^./ est la dérivée de (p

par rapport à x, etc. Ainsi, l'équation rendue homogène

d'une conique est

Aj^ H- B j:j + C x^ H- Dyx -f- P^.rj + Fz' = o;

l'équation de la tangente est

j;[2Cjr'+B/-+-Ez']+j[2Ay+Bjr'-|- Dz']

-h z [ 2Fz' H- D/ + Ey ]= o.

4". Soit Ao: H- By -h Cz -f- Du= o l'équation homo-

gène d'un plan; celle d'un plan passant par trois points

donnés est

x[j'z"u"') + y [z'u"x"') + z{ii'x" y'") + u{x'y"z"') = o.

Dans cette équation, les quantités entre parenthèses

sont des déterminants à trois éléments. On sait qu'on ap-
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pelle aujourd'hui détemiùiants à // éléments, les dénomi-
nateurs communs aux n inconnues de n équations du
premier degré , les coefficients étant tous représentés par
des lettres.

5". F [xjzu) =1 G étant l'équation homogène d'une

surface , l'équation du plan tangent est

xH,, + jD^/ -h zH,, -f- «Du' = G
;

D^/ est la dérivée de F par rapport à x, dans laquelle les

coordonnées variables sont remplacées par les coordon-

nées du point de contact.

lU. Lemme. Etant données n équations littérales, ho-

mogènes du premier degré à n inconnues et de cette forme

ciiXi -\r a^x^ +...-+- a^Xn = o, le déterminant est nul,

de degré /2, et chaque coefficient est du premier degré

dans chaque terme.

Démonstration. On a n équations entre les n— i rap-

ports —5 —-)•••: : donc, etc.

IV. Tliéorèmefondamental . Soit

F, = o , F, = o , . . . , F„ = G

im système de n équations homogènes, littérales entre

les n inconnues Xi, Xa , . . . , or,, 5 Fj est du degré pi , Fj du
degré p^^. ..,¥„ du degré p„. Soit pip^p^. . .y9„ = P.

En éliminant les inconnues , on parvient à une équation

homogène entre les coefficients. Les coefficients de F,

p
montent dans chaque tei^me au degré — » les coefficients

p
de Fg au degré —-, etc.; conséquemment le degré de l'é-

quation est P(
1 h...H )•^

\P' P^ Pn)

Démonstration. On peut éliminer entre ces n équa-

tions les 11 — I rapports —-, —-,••", et Ton parvient ainsi

8.



(
«^6)

à une équation nécessairement homogène entre les coeffi-

cients, équation désignée sous le nom de résultante.

Concevons la fonction F, décomposée en /)i facteurs de la

forme a^Xi + «2-^2 -H • • • -h «»-3?„, de môme F, en p^ de

ces facteurs , et ainsi des autres. Prenons un facteur de Fj

,

un deuxième de F2, un troisième de F3, etc.; les égalant

à zéro, on aura « équations du premier degré , homogènes

entre n inconnues. D'après le lemme III, on aura un dé-

terminant nul de degré n, dans lequel chaque coefficient

entre au premier degré : on obtient ainsi P déterminants-,

le produit de ces P déterminants est identique avec la ré-

sultante. Pour fixer les idées, soit/^i =3, de sorte cpie

F = A.r^ H- ^x\ x-i -h . . .

,

et

(«,Xi 4- «,a;, -f- ...rt„.r„) {b^x^-\-..,hnX,^ (C|.r, -|- f, .r, -f- . . . f„ ,r„)
;

il est évident que dans le produit des P déterminants, ^?,

p
entrera à la puissance —5 de môme èj et c,: donc a^h^Cx^

Ih
'

ou A ne peut entrer qu'à la puissance — •> et on démontre

de même qu'en général les termes de la résultante sont

P
de degré — par rapport au coefficient de Fj, et ainsi des

P"

autres-, donc, etc.

Nota. Ce théorème important est énoncé sans dé-

monstration dans un Mémoire de M. Cayley (Chfxle,

t. XXXIV, p. 90-, i846).

\ . Problème. Trouver Véquation du système de droites

tirées d'un point donné, dans le plan de deux courbes

aux points d'intersection.

Solution. Soient

,'! F(^, y, z) = o,
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les équations doiiiiées des deux eourbes planes. F est du

degré «, el^du degré m; x\ y\ z' sont les coordonnées

du point donné, et x", y" ^ z" les coordonnées d'un point

quelconque pris sur une de ces droites : Téquation de

celle droite est donc

x{y'z"\ + y [z'j;"
j + z[.r'r"] = o.

Eliminant J", y, z entre celte équation elles équations (i)

et (2), on obtient, d'après le théorème fondamental, une

équation homogène de degré mn par rapport à [j>^'-''],

[^'x' j, [x'j'"] 5 cette équation peut se décomposer en /////.

facteurs linéaires par rapport à z", x/', y" ^ et dont les

coefficients sont des fonctions irrationnelles de x', y' ^ z'

.

Chaque facteur égalé à zéro appartient à une des droites

en. question : donc l'équation représente le système de ces

lignes 5 de sorte que x", r", z" sont les coordonnées cou-

rantes de ces droites.

VI. Trouver Véquation du système des tangentes me-

nées d'un point donné dans le plan d'une courbe à cette

courbe.

i" Solution. Même notation ^ F (x, j , 2) = o, équa-

tion de la courbe de degré n. Si Ton éliminex, > , z entre

les trois équations

(I) F=:0,

(IV ,dF , d¥
^ ' (Ix dy dz

le résultat est une fonction homogène de degré n[n — 1)

par rapport à [/'-z"], [-'j"]. V^'y"\ '> car l'équation (1)

est de degré /z, l'équation (2) de degré 71— 1 , et cette

fonction est de l'ordre n par rapport ;i x', j', z'. Les coef-

ilcients de F se trouvant dans l'équation (i) et dans l'é-

<|vialion {:>) , ils sont donc dans rbaque terme du degré n
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et du degré ti — i , c'est-à-dire du degi-é an — i j mais

l'équation résultante, d'après sa nature, renferme un fac-

teur rationnel linéaire par rapport aux coefficients de F, et

qu'on obtient en remplaçant dans F = o, x, j', z par

x', y' z', car on a l'identité

dF dF dF
X- \- y-, H 3 -,— = «F = o

.

dx dy dz

Otant donc ce facteur, la résultante n'est plus que du dé-

gré i{n — i) par rapport aux coefficients de F : c'est ce

qu'on nomme la résultante réduite.

Observation. Faisons X = [j''^"J, Y = [^'jc"] et

Tj=i^x'y"~\\ substituant dans la résultante réduite, on

obtient une équation de degré îi[n— i) par rapport à

X , Y, Z , et qui n'est autre que celle de la polaire récipro-

que de F= o par rapport à la conique x^ -\-j'^ -f- ^^= o
;

l'équation (2) est celle d'une droite tangente n la courbe

F = o. Soient 0:1,7'^,, z^ les coordonnées du pôle relati-

vement à la conique, on a

// = /= A' = o , lz=z V ^:^ — 4 5 /« = — 4 5

d—— e —— {——
dy dx ' dz

'

donc

x,=ze, J, = r/, z, =/ (t. II, p. 3o5),

d'où

XXt -+- JJi -h 3Z| = o.

Ainsi X , Y, Z sont les coordonnées du pôle de la tangente.

2* Solution, x", y", z" étant sur la tangente, on a

„dF „dF .,dF

et cette équation peut tenir lieu de l'équation (3) 5 ainsi ,

d'après le théorème fondamental , la résullanlc est de
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1 ordre /i (/i — i) par rapport à x'
^ \\ z\ et de même pal

rapport à x'\y" ^ z" . Et quant aux coelficicnts de F, qui

se trouvent aussi dans l'équation F, ils sont de Tordre

[n— i)*-l- n{n — i) -\- jl[ii — i) = (n— i)(3/i— i);

mais on a vu ci-dessus que la résultante est de Tordre

i{ti — i) par rapport aux coefficients de F : il doit donc

se trouver ici un facteur à ôter de Tordre

[n — i) (3« — i) — 2(« — i) ^ 3 [n — I V.

Eïi efl'et , on trouve ce facteur en posant

dY __ (l^ _ ''F _ .

ilx dy ' dz

ces valeurs satisfont aux équations (i), (2), (4); car

dY dY dY

et la résultante de ces équations est de Tordre 3 [ji — 1)'

par rapport aux coefficients de F.

3^ Solutioîi. L'équation (3) est satisfaite en y rempla-

çant x^j^ z, soit par x\y\ z\ soit par x",j'\ z"; donc

on y satisfait en écrivant x = sx' H- tx"
^ j = sj' + ty"^

z = sz' -\- tz" -^ set t étant des quantités quelconques.

L'équation F := o peut être remplacée par celle-ci :

., „dY „dY „dY
dx dy dz

de sorte que nous avons le système des trois équations (2),

(3), (5). Représentons par (F) ce que devient F en y
remplaçant x, y. z par les valeurs en 5 et f ; nous aurons

diY)__dYdx dY dy dY dz _ ,dY
, dY ,r/F

ds dx ds dy ds dz ds dx ' dy dz

Donc Téqualion



( I20 )

peut remplacer 1 équation (a)-, de même Téquation

tient lieu de l'équation (5). Éliminant s eA t entre ces

deux équations, on obtient l'équation résultante. Soit

M.xfj'> un terme de F et p -j- q = n, ce terme devient

M[lx' + jnx"y [Ix -\- mx"Y
-^

prenant la dérivée par

rapport à /, on obtient pM [Ix' -\- mx"Y~'^ \Jx' + mx"']i^

et encore deux autres termes analogues: celui-ci fournit

le terme plf-^+f [M;r'''+''] : ainsi cette équation résultante

est de degré n — i par rapport à /, 11 en est de même en

prenant la dérivée par rapport à m 5 donc les coefficients

sont de degré 2 [n— i) dans la i^ésultante, c'est-à-dire le

coefficient (M) de F sont de degré 2 (/^— 1) , et les quan-

tités jr',r', z', x'\j'\ ^" sontde degré iii[n — i), ou, ce

qui revient au même, les binômes [x'j^"J, \^x' z"
],

[j^'-z^j

sont de degré n[ji — i ) , De là ce théorème :

I^'équation du système de tangentes menées du point

donné (.r', y', z') à la courbe F= o se trouve en

'1- • 1 ' •
^[F] ^(F)

éliminant s. t entre les équations -V- = o, .
= o,

^
fis dt

[F] étant ce que devient F par les substitutions

X = sx' -f- tx" , Y = sy' -f- ty" , z z= sz' -^- tz"

.

L'équation résultante est une fonction de degré n[n— i)

par rapport aux binômes alternés [x'j""], [j^'^z"], \_^'x"\

et représentant ces termes par .r, y^ z^ on obtient l'é-

quation de la polaire réciproque de la résultante par rap-

port à la conique x^ -^y^ -+- z- = o.
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THEOREMES ET PROBLEMES ELEMENTAIRES SUR LE FOYER

ET LA DIRECTRICE DE LA PARAROLE.

Bemarque. Nous mettrons ici quelques théorèmes

qu'on trouve partout, uniquement pour compléter ce

travail.

Problème I. Étant, donnés deux points et le foyer

d\ine parabole , trouver une équation de cette conique.

Solution. Soient A, B, F les deux points et le foyer

donnés, prenons ce foyer pour origine 5 soient j^', x'
,
y"

^

x" les coordonnés des points A et B , les axes étant rec-

tangulaires: l'équation de la courbe est

(j' + X'-) ik-'- H- k'^) = [k'y -h hx — /)' [voir t. II, p. 427).

Faisons

x^ -f- j'2 =: r -, X ^ -h X ' = ^ -

Faisons , de plus , — = ^'
; nous aurons

n

l
( I

)
j>.' H_ ».^' _ _ = r'

v'
I H- v\

l ,

(2) y H- vx" — —
. =: r" y/ 1 -h v\

Retranchant membre à membre et faisant disparaître le

radical, nous obtiendrons

V' [ix' — x"Y — {r'— 7-")=] -h 2 p (j' — j") [x' — x")

= [r'-r"y-{y'~y"Y;
d'où

<- [,V _ r"Y - [x' ~ x"Y] = [x' - x") [y' -y''
)

±{r'— r" \ \li[v'v" —x'x" ~y'y").

l
'^ Olyscrvalion. Loisque l'angle y\FB est aigu , on peu»
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toujours prendre les axes de manière que les quatre coor-

données des deux points soient positives ; par conséquent,

/•' et r" doivent être de même signe. Donc w n a que deux

valeurs toujours réelles, car i^'^^"'^ x'x" -hj'j", et de

même y;; on parvient au même résultat lorsque l'angle

AFB n'est pas aigu.

2*^ Observaiioji. Si l'on prend FA pour axe des x, les

valeurs de w seront données en parties du triangle FAB.
3® Observation. La solution géométrique revient à me-

ner des tangentes communes aux deux cercles décrits des

points A et B comme centres, avec les rayons FA et FB5

les deux cercles se coupant au point F, il n'y a que deux

tangentes, lesquelles sont les directrices des deux para-

boles qui répondent à la question.

4" Obseivation. Lorsque les deux points et le foyer

sont sur la même droite, la parabole se réduit à cette

droite, et la directrice, peipendiculaire à cette droite,

passe par le foyer. Les points de la droite sont alors à

égale distance du foyer et de la directrice-, ce qui caracté-

rise la parabole.

Problème II. Étant donnés lefojer et un point d'une

parabole, trouver 1° le lieu du sommet^ 2" Venveloppe

de la directrice.

Solution. Conservons la même notation. L'équation

de la directrice esl y -\- vx— — = o -, l'équation de l'axe

principal est vy — x=.o. Éliminant v entre ces deux

équations, après avoir remplacé -7; par sa valeur tirée de

l'équation (i), on a pour le lieu du point où l'axe ren-

contre la directrice , l'équation

{ / ' + .r' — J'y' H- xx' f =r /•'-
. j' -k- x''),

équation d'une nplanéliquc (tome I\
,
pag<' /\-i.6). C est
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le lieu des pieds des perpendiculaires abaissées d'un point

du cercle (j —j'y -\- [x— x'y = u"^ sur les tangentes à

ce cercle. C'est aussi une [.épicycloïde [v. t. III, p. 124)-

L'origine est un point conjugué à la courbe, comme cela

doit être 5 ce point disparaît. En passant aux coordon-

nées polaires , on a

z cos 2<j» — J-' sin ^ H- cc' cos^ = ziz^',

équation d'une courbe facile à construire. Il est évident

que le lieu du sommet est une courbe semblable à celle-ci

,

de dimension moitié moindre et semblablement située

relativement au foyer.

Directrice. Eliminant —, de l'équation de la directrice,
A"

on obtient

(«) [y — y'-h^{cc — x')y=r'^i-hi>');

prenant la dérivée relativement à P", on a

d'où

i.r —y')(-^ — ^'}
i> = -•

r''^ — [x — ^')-

Elevant l'équation (è) au carré et combinant cetlc nou-

velle équation avec l'équation (a), on déduit

ix—x') r"

— {x — x'y r.'V^
"

substituant ces diverses valeurs dans l'équation («) , on

obtient

L'enveloppe des directrices est donc le cercle décrit du

point donné comme centre avec un rayon égal à /'.

Observation. Nous donnons ce calcul comme exor-
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eice, car les résultats sont intuitifs et s'obtiennent immé-
diatement.

Problème III. Etant donnés lefoyer, un point d'une

parabole et une droite tangente , trouver une équation

de cette conique.

Solution. Même notation que ci-dessus, et de plus

dy -1- ex-\-f^= o Téquation donnée de la tangente 5 on a

la relation

/

jj
{d- -f c') + 2/(r/ 4- ir) = (t. II, j). io8).

Cette équation et l'équation (i) font connaître, par des

équations du second degré , les valeurs de u et de — qui
ri

déterminent l'équation de la courbe.

0/>5e/v«//o/i.Onpeut choisir les axes de telle sorte qu'on

ait e = o : l'on trouve alors — =— ^ ; c'est l'ordonnée
/ a

du point où la directrice rencontre l'axe des y , c'est-

à-dire la parallèle à la tangente menée par le foyer,

ordonnée qui est double de l'ordonnée — -> du point où

la tangente rencontre l'axe des y. Substituant cette va-

leur dans l'équation (i) , on obtient

2/
y' ^ ex' + ^ = /•'

v^i -h('\

résultats auxquels on peut parvenir immédiatement.

Problème I'V^. Etant donnés lefoyer et une tangente,

trouver Venveloppe de la directrice et le lieu du sommet.

Solution. Abaissant du foyer une perpendiculaire sur

la tangente, le pied de la perpendiculaire est le point

enveloppe des tangentes au sommet-, donc le lieu du som-

met est une circonférence décrite sur la perpcndiculaiic

comme diamètre. Prolongeant la pcrpendiculaiic d'une
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longueur égale à elle-même, on obtient le point enve-

loppe des directrices.

Problème V. Etant donnés le foyer et deux tan-

s^entes, trouver une équation de la courbe.

Solution. Conservons mêmes axes, même origine,

même notation qu'au problème I. L'équation de la courbe

est

[r- + X'j
( I + P^) =

( J + vx - -

Soient dj -h ex -\-f= o, d'y -t- e'x -hf = o les équa-

tions des deux tangentes ; on a donc les deux relations

— {d' -\-e') + 2f{d-^ vc) = o
,

ces deux équations du premier degré entre v ci ^i donnent

les valeurs de ces inconnues : il n'y a donc qu'une so-

lution .

Solution géométrique. Du foyer on abaisse une per-

pendiculaire sur une tangente, on la prolonge doublée,

ce qui donne un point de la directrice; l'autre tangente

donne un second point.

Problîlme M. Etant donnés le foyer, une tangente

et le point de contact, trouver une équation de la

courbe.

Solution. En prenant les mêmes notations, soient .r',

y' les coordonnées du point de contact; on a les deux

équations
l P l

i''x" ^i.x'v— + —~i x'r'<' H- 2 r' p = o

,

— (d' -t- p^) H- ?./(</ + tri r= o
,

n

qui donnent deux valeurs pour les inconnues — et v; on
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peut choisir les axes de manière qu'on ail e= o, ce qui

abrège le calcul.

Solution géométiique. La solution géométrique ne pré-

sente aucune difficulté.

Problème \II. Étant donnés trois points et la direc-

tion de l'axe, troiwer l'équation de la courbe.

Solution. Prenons le point A pour origine, le diamètre

qui y passe pour axe des x, et les axes rectangulaires.

Soient .r', j', x", y" les coordonnées des deux autres

points-, l'équation delà courbe est de la forme

j- H- Dj + Ej; = o

.

On détermine D et E au moyen des deux équations du

premier degré

Dj' + Ex' = - j", Dj" -f- Ex" = -y"\

lesquelles donnent

D [y'x" — x'y") = x'y"' — x"y'\

E [y'x" — x'y") =y"x''-y'x"\
On a

/ — 2 E, r = G, / = D-, /' = E% L = E% N =ri

;

donc a et /3 étant les coordonnées du foyer, on a

J)2 E^ D
a = —^, ) /3=. (t. II, p. 432) et pour le sommet,

4Ea:H-D^ — E- = o, équation de la directrice.

La solution géométrique s'obtient en faisant passer le'

diamètre par le milieu d'une des cordes données.

Problème \Iiï. Étant donnés deux points et la di-

rection de Taxe, trouver 1° le lieu du fojer: oP le lieu

du sommet.

Solution. Même notation et même système de coor-

données que pour le problème précédent. On a

Dj' 4- E:r' = — y'\ D = — 2 j3,

E- + 4 aE = 4 ^S E.r' =: 2 py ' — y '\
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Kliininaiii K, on obtient, pour le lien du foyer,

équation d'une hyperbole.

Les coordonnées du centre sont - x', ^ j', et les équa-

tions des asymptotes sont

2P-J' = 0,

.r'(3' — 2^'pa + r'^a = o, hyperbole, lieu du sommet.

Les coordonnées du centre sont \ x' et \j'-, et les asymp-

totes sont pai-allèles aux droites |S = o, ^x' — 2 ay' = o.

Problème IX. Étant donnés deux points, une tan-

gente, la direction de l'axe, ti^oiwer mie équation de la

courbe.

Solution. Même notation et même système d'axes qu'au

problème précédent. Soit dy -\- ex -{-J'= o 1 équation

de la tangente.

On a pour condition de tangence

[Ed— Def -h ^ e/E = o (t. II, p. 108)

et

Dr' -h Ex' = — r".

Par l'élimination de D, il vient

E^[dj'' -H ex'Y -H 2 Ee/ '[dy' -f- ex' -+- 2/] +- e\y" = o ;

d'où

E [dy'-]- ex']-=— er'- [df'-{- ex'-\- a/zt 2 \Jf{dy'-^ ex'-ir/)\.

Problème X. Etant donnés un point, une tangente

et la direction de l'axe, trouuer i^ le lieu du foyer; 1^ le

lieu du sommet.

Solution. Prenons le point pour origine, la direction

de l'axe pour axe des x, et les coordonnées rectangulaires;

l'équation de la parabole est
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Même notation qu'au problème précédent ; ainsi on a ,

pour condition du contact

,

{Ed — Dey -h /{ e/F = o.

On a , en outre [voir Problème "VU)

,

D—E' ^ D

Éliminant D et E entre ces trois équations, on obtient

une équation du quatrième degré qui se décompose en ces

deux autres

,

p2z=o, pHd'~e^Y -\- 4a^(rf^— e-)rfe + 4a-rf^<?^— 8de'/p

— 4 ^\A — 4 ^\f'= ^ •

Cette dernière représente une parabole dont la direction

de l'axe est donnée par l'équation

P [d^ — e^) -h 2ude = O.

Lorsque J= o, Torigine devient un point de contact; la

parabole se réduit à cette droite, ce qui est évident à

priori, et cette droite fait, avec l'axe des x, un angle double

de celui que fait la tangente avec cet axe.

3'

Le sommet (voir Problï^me \ II), D = —- 2 |3 : E = — •

Substituant ces valeurs dans l'équation de contact, et di-

visant par |3^, on obtient

p'd' + /^deup, + 4e^a^ + ^d(f= o,

équation d'une parabole.

Problème XI. Étant données trois tangentes et la

direction de l'axe, trouver une équation de la courbe.

Solution. Prenons pour origine le point d'intersection

de deux de ces tangentes, et pour axe des x, le diamètre

qui passe par ce point. Soient

dy + ex +/= o , d'y -\- e'.c = o, d"y -+- c"x = o
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h^s équations des trois tangentes, et

> • H- Dr 4- Ex H- F = G.

Les trois conditions de tangence sont 'exprimées par les

équations

(,) E'd' — 7.deDV. 4- (D-' — 4 F) e' + 4/eF = o,

(2) E'd" — 2^'t''DE4-(D^ — 4F)e'^ = o,

(3) E=rf"-'— 2r/V'DE + (D^ — 4F)/''= o.

Eliminant D" — 4 F entre (2) et (3), et faisant disparaître

le facteur commun d'e"— d"e', on obtient

(4) E{d'e"-hd"e') = '2e'e"D.

Éliminant D' — ^F entre (i) et (3), on obtient de même

E (d'e"' — d"'e^) H- 2 Dee" [d" c — de"] -f- \fee'^ = o.

Faisons . pour abréger,

{fie' —d'e) [de" — d "
r-; z= M ;

d'où

DM + 2/e [d' e" -hd"e'] = o;

EM H- ^fee'e" = o;

FIVP —/^r'[d"e' — d'e" Y = o ;

alNl -i-/e[d'd" — e'e"] = o] coordonnées du fover

^M -h/e (d'e" + d"e') = o
)

{voir t. II
, p. 432; ;

Mx -h nfe\d'd" -f- e'e"] r= o, équation de la directrice

(w?>t. II, p. 433).

Observation. Lorsque cVd" + e' e" z=z o, les deux tan-

gentes sont perpendicidaires , et l'équation de la direc-

trice se réduit à .r = o, ce qui est évident à priori.

Knn. de Malhéinnl
.

, I. N'Ill. (Avril iS'jy.
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SUITE DE LA QUESTION 3i

( Voir (. VIII, p. 61 );

Par m. Ph. BRETON (de Champ;

Solution générale.

La surface que nous avons discutée ci-dessus est du

troisième ordre, et il a fallu donner une forme particu-

lière à son équation pour satisfaire à la condition pro-

posée. Dans les degrés supérieui's, en prenant toujours

l'axe des x pour la droite appartenant à la surface,

l'éqnation de cette dernière doit évidemment être de la

forme

j-} [x, j, z) + z tj {x, r, z) = o
,

^ ei xs étant des fonctions entières des coordonnées x,

V', z. En effet, si Ton suppose ^==0, s = o, l'équation

est satisfaite quelque valeur qu'on attribue h x^ de sorte

que l'axe des abscisses appartient, comme on le demande
,

à la surface.

L'équation

'[y — bx — ^)-^{x, X, z) -I- (z — ex — v) CT [x, j, z) = o

appartient de même à une surface sur laquelle la droite

) = bx -h /3 , z-z=zcx -{-y est située tout entière. TI s'agit

maintenant de voir si cette droite est la seule qui se trouve

dans ce cas.

Soit m le degré de la surface, posons généralement

Y = h'x H- |3', -Z = c'x -h y', et cherchons à faire que la

droite représentée par ces équations se trouve sur la sur-

face. Le résultat de la substitution , ordonné par rapport

aux puissances descendantes de x. . sera do la forme

K,x"' + A, j.-"-' + A,.r"'-' -^ . . . H- A„,_^,.r ^- A„, — o
,
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la valeur de x, ce qui exige qu'on ail

(A) A„ = o, A, = o, Aj = 0, . . ., A„,_, =. o, A,„:=o.

De là m H- i couditions enlie les paramètres de l'équa-

tion proposée et les quatre quantités inconnues h\ c\

/3', /'
. En éliminant ces dernières, il restera m— 3 con-

ditions entre les paramètres connus.

Les équations d où dépendent h\ c\ /S', y' pouvant s'é-

lever au degré m, chacune de ces quantités est suscep-

tiLle de présenter, d après le théorème de Bezout, ru''

valeurs. Si 111 est pair, m* le sera aussi, et le nombre des

systèmes de valeui^s réelles des inconnues sera également

pair. Donc il y aura, en général, plusieurs di^oites sur la

surface donnée
,
puisque , d'après la forme de son équa-

tion , elle en admet déjà une. Ces droites pourront se

confondre dans le cas des racines égales , et alors on aura

une surface de degré pair satisfaisant à la question.

D après l'hypothèse admise sui' la forme de l'équation

proposée, il existe au moins un système de valeurs de

b' ^ c', |3', y' qui satisfait aux équations (A) 5 donc les

m — 3 conditions qui restent api^ès avoir éliminé ces in-

connues , sont satisfaites identiquement, et, par suite,

ne peuvent servir à limiter le nombre des solutions. C'est

donc à rendre égales entre elles toutes les racines réelles

s'il V en a nécessairement plusieurs, ou à n'en laisser

subsister qu une seule, qu'on doit tendre dans la recherche

des surfaces sur lesquelles il n'est possible de tracer

qu une seule droite, sans se préoccuper des équations

de condition qui semblent devoir se présenter nécessaire-

ment. On disposera des signes des paramètres et de leurs

grandeurs , comme nous l'avons fait pour une surface du

troisième degré, de telle sorte qu'il n'y puisse être tracé

qu une seule droite , ou plusieurs qui se rédviisent à une

seule, de même que dans le cas des racines égales.

.9-
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POLYÈDRES RÉGILIERS ORDINAIRES ET POLYEDRES

RÉGlLîERS ÉTOILES

(Voir t. VIII, p. 68).

D'après M. Poinsot.

1 1 . Soit un polygone plan de n côtés et de l'espèce p :

si par un point O pris hors du plan et par tous les côtés du

polygone on mène n plans , on forme au point O un angle

solide de n faces et de l'espèce p : une droite coupe donc

les faces en 2 (p — i) points. Si on conçoit une sphère

ayant O pour centre , les faces de Fangle solide couperont

la sphère suivant un polygone spliérique de // côtés et de

l'espèce p. Dans ce qui suit, nous ne considérerons que

des polygones spliériques réguliers de première espèce, et

des angles solides réguliers de diverses espèces.

Le nombre des côtés d'un polygone régulier sphériquc

n'en déteimine pas l'angle; soient donc n le nombre des

côtés, a l'angle, et représentons par l'unité l'aire du

triangle trirectangle.

L'aire de ce polygone est égale à na— 111 -\- J^-^ sup-

posons que, y et g étant des nombres entiers positifs,/* fois

cette aire soit égale à g fois Taire de la sphère, de sorte

qu'on a

f{na — 2« H-4) = 8g^;

il s'agit de savoir si l'on peut couvrir la sphère avecy de

ces polygones réguliers égaux, de manière que les angles

se réunissent en même nombre autour de chaque point,

et y forment un angle solide régulier de même espèce:

alors les cordes des côtés du polygone sphérique seront

évidemment les arêtes d'un polyèdre régulier. On ne sait

démontrer l'existence de celte possibilité que pour un

petit nombre de cas. c[ue nous allons examiner.
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Soii p — 1 l'espèce de l'angle solide régulier, formé de

q angles se réunissant en un point, on aura donc

qa^^ip - i);

ainsi il tant, avant tout, satisfaire aux deux équations

f\na — 2 « + 4) = 8 g', 7« = 4 [P — 0-

/", «, g^ i]^ p sont des nombres entiers positifs; n et q ne

doivent pas être au-dessous de 3, et />» — i doit être pre-

mier à q :

(A) ^ = ' , p = ï.

t°. « r= 3, <y =3 3, a = j , /= 4) tétraèdre régulierordinaire.

2°. « = 3,^ = 45'^='' /= ^5 octaèdre régulier.

3°. « =r 3 , (/ = 5, Ci =
5 , /= 20 , icosaèdre régulier.

Avec cette valeur de n^ on ne peut faire q égal ou su-

périeur à 6.

4". « = 4^ 7 = 3, « = i, f=i 6, hexaèdre régul. ou cube.

Avec celte valeur de /?. on ne peut faire q égal ou su-

périeur à 4-

5". // = 5, q = 3 , a =: -i, /= 12, dodécaèdre régulier.

Avec cette valeur de «, on ne peut faire q égal ou su-

périeur à 4-

6". // = 6.

Aucune valeur de q égal ou supérieur à 3 n'est admis-

sible.

(B) /. = 3.

Le pentagone est le premier polygone qui otlre un po-

lygone régulier de seconde espèce; faisons donc q = ~^.

n J 8
z-

20g^ ,, , ...
,

i . /z= 5. rt= -7 /=-— ; d ou, en luoiiKlre nombre.
5 •

7
'

^^ = 7' /= 20.
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Ainsi le polyèdre , s il existe, a vingt faces tiiangulaires et

recouvre sept foi s la splière. Or on peut en eifet le construi re

à l'aide de licosaèdre ordinaire. De chaque sommet par-

tent six diagonales ; les cinq les plus courtes sont les arêtes

égales d'un angle solide quintuple de la seconde espèce,

et les douze angles solides fournissent 20 triangles équi-

laléraux également inclinés l'un sur l'autre : on aura ainsi

un premier icosaedre étoile.

2». n = 5 , 7=5, />= 3 , (i:=\\ d'où / =: 4 g-, g est

au moins égal à 2 -, car, les angles solides étant de seconde

espèce, la splière doit être recouverte au moins deux fois.

Faisant donc g= 3, /'= 12. ce solide existe et on le

construit encore au moyen de licosaèdre ordinaire^ de

chaque sommet partent cinq arêtes dont les extrémités

forment un pentagone régulier, les douze pentagones

égaux forment un dodécaèdre étoile.

12. Si dans le dodécaèdre étoile précédent, qui recouvie

trois fois la sphère, on prolonge de deux en deux les côtés

des faces jusqu'à leur rencontre, on obtient douze penta-

gones régulieis de la seconde espèce
,
qui se réunissent par

trois autour de vingt sommets, et forment un nouveau

dodécaèdre étoile, mais formé avec des pentagones de la

seconde espèce; il a xnngt angles solides triples, trente

arêtes, et recouvre exactement quatre fois la sphère, de

manière que sa surface ne peut être coupée par une droite

en plus de huit points, el quf; l'angle solide est de qua-

triènie espèce.

13. Si dans le dodécaè<]re ordinaire on prolonge de

même les côtés des douze pentagones, on obtient encore

un nouveau dodécaèdre étoile formé par des pentagones

de la seconde espèce; mais les pentagones se réunissent

par cinq autour de chaque sommet, et la surface du po-

lyèdre ne recouvre que -deux fois la sphère.

Observaiioji. Les formules préc/'dentes ne s appliquenl
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pas il ces deux solides, elles supposent des polygones de

première espèce.

14. Ces quatre nouveaux polyèdres réguliers, une des

plus belles découvertes de M. Poinsot et de la géométrie

moderne, sont les seuls dont l'existence soit constatée.

Existe-t-il encore d'autres polyèdres réguliers et dont le

nombre de faces ne soit pas un de ceux-ci, 4? 6, 8, 12,

•io? L'impossibilité est démontrée (Cauchy, Journal de

/'École Polytechnif/ue, 16'' cahier, page 7.1 , i8i3} (*).

La difliculté de se représenter ces solides est sans doute

cause de l'abandon de -cette étude, qui aurait peut-être

un intérêt même pour la physique. Esl-il donc impos-

sible que la nature ait enqjloyé des polyèdres étoiles dans

la formation intégrante des cristaux? Qui répond que des

phénomènes de réfraction ne se rattachent pas à cette or-

ganisation? En tous cas, il serait utile que ces nouveaux

corps réguliers fussent construits et placés dans les ca-

binets d'histoire naturelle des collèges avec les autres

polyèdres, pour aider aux démonstj-ations cristallogra-

phiques.

13. On sait que, sous le rapport analytique, la théorie

des polygones réguliers étoiles est uu cas particulier de la

théorie des racines de l'unité, exprimées trigonométri-

quement. On eu voit des exemples dans les beaux Mé-

moires de MM, Realis, Amiot et Lebesgue {t. II, p. i

et 147; t. III, p. 264; t. V, p. 683). On est bien loiu

d'avoir quelque chose d'analogue pour les polyèdres régu-

liers étoiles: c'est que les divisions en parties égales de

la circonférence sont illimitées, tandis que celles de la

sphère sont limitées.

16. Les centres des faces des cinq polyèdres réguliers

(
') Nous verrons que les deux premiers polyèdres de M. Poinsot appar-

lieiiiicnt à Kepler {Hannoniccs Mtindi , lil». 11, prop. XXVI}.
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ordinaires donnent: i" pour le tétraèdre, un second té-

traèdre régulier; 2'^ pour le cube, un octaèdre; 3" pour

l'octaèdre, un cube; 4° dans le dodécaèdre, un icosaèdre;

5." dans l'.icosaèdre, un dodécaèdie: de même dans bs

quatre polyèdres de M. Poinsot.

17. Les points milieux des arêtes dans les cinq corps

léguliers donnent: i" tétraèdre, un second tétraèdre-

oP cube, un corps semi-régulier construit sous liuit trian-

gles et six carrés , un des treize corps dits nrcliimédiques •

3° octaèdre, le même corps arcliimédique que pour le

cube; 4" dodécaèdre , autre corps arcbimédique coiisti'uit

sous douze pentagones et vingt triangles ;
5'' icosaèdre

,

même que \v précédent.

18. Noie histor'uiue. Nous renvoyons à \ ylpeixu

historique (page 47^, ^837) , où ce sujet est traité avec

la sagacité et lérudition particulières à ce célèbre géo-

mètre. Boëce (vi'^ siècle) connaissait déjà le pentagone

étoile ; il en parle avec une obscurité que M. Chasles

parvient à dissiper. On a fait même , de ce pentagone

,

des usages sous le nom de pentalpha et hexalpha , des

usages mystiques et magiques ^ dès lors, comme on s'y

attend bien
, on attribue le tout à Pytbagore, provi-

dence des antiquaires. Je dois ajouter que les cabalistes

ont fait un emploi extravagant de l'hexagone étoile

(triangle double) , sous le nom de niaguen David, bou-

clier de David. La première notion scientifique de tous les

polygones étoiles se trouve dans la Géométrie de Bra-

vardin
,
publiée en 1496 ; il les nomme Jignrus à angles

ègrédients. Enfin, en 1619, Kepler publia son Har-
rnojiices 3Iundi. Le but de l'ouvrage est de découvrir des

harmonies arithmétiques, géométriques et musicales dans

les mouvemenls des corps célestes. A cet elfet, il traite

des polygones qu'on peut inscrire géométriquement ; il

mentionne le pentagone de (!en\iènie espèce , roclogone
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et le déeagoue de lioisièine espèce, le peutédécagone de

deuxième, quatrième et septième espèce, et l'étoile de

vingt-quatre cùics de cinquième, septième et onzième es-

pèce , et les désigne sous le nom de stellœ, étoiles
; il ajoute

(jue la cos (l'algèbre) donne bien les équations pour tous

les polygones réguliers, mais pas la solution. Ainsi , d'a-

près un certain algébriste, il rapporte cette équation,

J
— 1 4 f ^ + 7

•!'' — x^ z=z o
;

et il fait la remarque d'une haute importance, que les

racines sont les cordes des polygones étoiles. Selon son

habitude , après être parvenu à des conceptions sublimes

,

en écoutant les inspirations de son génie -, il tombe dans

des excentricités en s abandonnant à la folle de la maison

,

son imagination. C'est ainsi qu'il passe de cette doctrine

des racines , si étonnante pour le temps, à la distinction

entre divers degrés de cognition , et soutient que la cogni-

tion géométrique de l'heptagone ne saurait faire partie

de l'omniscience divine : Neque scitur a mente omniscia

actu simplici œtenio, quia sua naturel ex inscihilibus est.

On lit. en marge qu'un mathématicien, homme d'expé-

rience, avait engagé Kepler à ôter cette phrase, qui peut

avoir une apparence blasphématoire 5 à cjuoi il répond

que les théologiens admettent que : Inipossibilia essequœ

contradictioneni inwolt^untj et Uei scienliani ad talia

inipossibilia se non extendere. D'où il conclut : Q^uœ

adulatio
,
propter imperitos lib/uin non lecturos, de-

fraudare cœteros ^ c'est-à-dire qu'il ne faut pas dérober

la vérité aux hommes instruits, par ménagement jjour

des ignares qui ne lisent pas. Cette observation ti'ouve sa

place même ailleurs que dans VHeptagonie. Dans le se-

cond livre du même ouvrage, Kepler décrit les treize corps

archimédiques incorpora arcliiinedea).^ et en donne les

figures. Ce sont des solides terminés par divers polygone.^
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réguliers , et qui probablement sont ainsi nommés parce

qu'Archimède a aussi considéré des solides terminés par

deux surfaces coniques
,
par un cône et un cylindre , etc.

A la manière dont Kepler en parle, il ne parait pas que

ces corps soient de son invention : on n'en connaît pas

laxitcur. Ils ont été souvent employés dans la perspective.

L ouvrage le plus curieux de ce genre est du xvi" siècle",

voici le titx-e, traduitde l'allemand: Pevspectiva corporimi

reguîariwn , c'est-à-dire mdicatioti soignée pour mettre

très-aitistevient en perspective les cinq corps réguliers

dont parle Platon dans son Timée , et Euclide dans ses

Eléments, etc.^ d'après une iwie particulière, Jieuve

,

prompte et exacte, qui n'a jamais été mise en pratique

^

de plus, une belle direction pour trou^^er et construire

sans fin, au moyen de ces cinq corps, beaucoup d'autres

corps de diverses espèces et formes, en Vhonneur de tous

les amateurs des ans libéraux, par Wentzel Jamitzer

(bourgeois et horloger à Nuremberg). AnnolNl. DLXMJI.
L'ouvrage, d'une maguifique exécution, contient plus

d'vuie centaine de corps mis en perspective. La seconde

partie, qui devait contenir les règles , n'a pqs paru. L'au-

teur, né vers i5o8 à jNuremberg, y est mort le i5 décem-

bre i586. On txouve une description détaillée de cet ou-

vrage , d'une extrême rareté , dans VHistoire des Mathé-

matiques deKast)ier (tome II, page 19, 1797)- Le même
écrivain a donné, je crois, la première classification et

la théorie de ce genre de corps dans les Mémoires de la

Société de Goltingue [De corporibus poljedris data

lege irregularibus et coinmentationes , tome M, 1783;

tome Mil, 1785 , 86, 87 et 88). Une exposition trigono-

métrique complète de ces corps se lit dans la Collection de

Problèmes géométriques de MeieiH'wsch [t. II, p. i3q,

1 807 ) -, et , en français , on trouve quelques données et cal-

culs sur ces corps, •n 1808, dans lV)iivrag«i dr Lidonne
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(voir JSouueUes Annales, tomcl); mais les quatre nou-

veaux polyèdres réguliers sont mentionnés, pour la pie-

mièrc fois , dans le célèl)re Mémoire de M. Poinsot [Jour-

iial de l'Ecole Polytechnique, lo"-' cahier, page 1 6, 1810).

On ne saurait trop engager les élèves à lire cette remar-

quable production de 1 ingénieux géomètre
5
quant aux

professeurs, il n'en existe pas un seul qui ne l'ait lue plu-

sieurs fois.

Nous nous occuperons du Mémoire de M. Caucliy, cité

ci-dessus.

SIR I/HEXAGRAMME MYSTIQUE

( Voir t. III, p. 30i)
;

Par m. LEBESGUE.

Cette proposition de Pascal ou de Desargues, suivant

M. Gergonne, est bien nommée en ce sens qu'elle est en

quelque sorte la figure , ou plutôt la représentation géo-

métrique exacte de l'équation d'une conique qui passe par

cinq points fixes. Cette proposition doit donc renfermer

toute la théorie des sections coniques
,
puisque cette théo-

rie n'est qu'un développement des propriétés de l'équa-

tion générale des courbes algébriques du second degré.

Avant de démontrer ce que j'avance ici, ce qui d ail-

leurs la été en d'autres termes, je donnerai, d'après

MM. Steiner et Plucker, l'énoncé complet des propriétés

de l'hexagone mystique.

« Six points pris arbitrairement sur le périmètre d une

>i conique quelconque sont les sommets de soixante hexa-

^) gones inscrits, et les points de contact de soixante hexa-

I) gones circonscrits (Cau^ot, (iéonn'frie fia position).

« lesquels jouisseiU des propriétés suivantes:
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f i". Dans chacun des hexagones

" inscrits, les points de concours des

>> directions des côtés opposés ap-

» partiennent tous les trois à une
» même droite (D) (Pascal), de
>i sorte qu'on obtient ainsi soixante

>> droites D.

» 2». Ces soixante droites D oon-
» courent trois à trois dans un
• même point p, de sorte qu'on ob-
' tient ainsi vingt points ;;.

» 3". Ces vingt points p appartien-

n nent à quinze droites o dont cha-

" cune en contient quatre, de sorte

•> que par chacun des vingt points;?,

n passent trois des quatre droi-

" tes o. «

i' i". Dans chacun des liexagoncs

i> circonscrits, les droites qui joi-

n gnent les sommets opposés con-

» courent toujours par trois dans

» un même point (P) (Brianchon),

•K de sorte qu'on obtient ainsi

» soixante points P.

» -1°. Ces soixante points P ap-

» partiennent trois à . trois à une

» même droite d^ de sorte qu'on

11 obtient ainsi vingt droites d,

n 3°. Ces vingt droites o concou-

rt rent dans quinze points w, par

1) chacun desquels en passent qua-

1) tre, de sorte que chacune des vingt

n droites^ contient trois des quinze

>) points -a. »

f Journal de M, Cuelle , tome XXXIV, page 338.)

11 suffira de démontrer ici la proposition de Pascal,

les autres serviront d'exercices. On peut d'ailleurs consul-

ter les Mémoires de M. Plucker indiqués à l'endroit cité.

L équation la plus générale des courbes du deuxième

degré ou des coniques renferme six coefficients , dont un

pourrait être réduit à l'unité^ il suit de là qu'en se don-

nant cinq points de la conique, on aura cinq équations

du premier degré pour déterminer les coefficients.

Dans le cliapitrelV de son Introduction, Euler prend

pour coordonnées des cinq points.

.r = o , o,' = o

,

> = o
, / = ^

,

JC =: o .

j = o
, „> = O

, y = b, Y = (l,

L'équation de la courbe cherchée

(A) Aj- + Hxy + Cx' + Dj + Ej; -(

est entièrement déterminée en posant

lk = ce [f{a — c) — d'à — e)]

,

B
1
B = r/{a — c) [b —f) - de{n — c) 'b -

\i:. = dj\rH,—J) -r{b-d)].

y =/

ï)=z—b\,

d), E .— — at,

V = o.
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Il existe donc toujours une coniqur et une seule passant

par les cinq points donnés (on suppose que trois points

ne sont pas en ligne droite)

.

Si l'on met dans (A) les valeurs des coefficients (B)

,

l'équation pourra prendre diverses formes, parmi les-

quelles on distinguera la suivante :

(
X {y —f) dx — cy) -\-X {x — c) [cy —fx)

; C) \

\
— 'dx — cy) [ey —fx).

La comparaison donnerait les valeurs de X et Y, mais il

est plus simple de les calculer directement ainsi qu'il suit :

]-,'équation (C) du deuxième degré en x, y coordonnées

d'un point variable de la courbe est évidemment satis-

faite par x = o, y r= o ; x = c
^ y = d:^ x = e, y =/.

Ainsi la conique (e) passe par (c) des cinq points ; si on

exprime qu'elle passe par les deux autres, en posant

successivement x = o, ^- = 6 ; x = a
,

)' = o , on trou-

vera deux équations qui sont précisément celles des droites

passant par les points (o, o)
,
(c, r/)

,
(o, Z>)

,
(e,y). Pour

fixer les idées, nous numéroterons ainsi qu'il suit les cinq

points fixes et le point variable:

I 2 3 4 5» 6

'0,0*, (a, o), 'c,d], 'x,y], >,/!, ^o, ^'
;

1 hexagone sera i-i?)/\^6. On voit donc c|ue X et \ sont

les coordonnées du point de rencontre des côtés opposés

(a, 3), (5, 6).

D'autre part, l'équation

X Y

représente une droite coupant l'axe des x à une distance P
de l'origine, et Taxe des i à une distance Q de la même
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origine. Or l'équation {C) prend la l'orme (D) , si l'on

pose

eomnie r = o, x = P sont les coordonnées de l'intersec-

tion des côtés opposés (1,2), (4,5), de même x^=o^
^z=Q sont celles de l'intersection des côtés opposés (i, 6),

(3,4).

L'équation (C) ou l'équation (D) exprimei^a donc que

les trois points d'intersection des côtés opposés sont en

ligne droite. C'est là une des propinétés principales de

l'hexagone mystique; c'est, comme l'on voit, l'interpré-

tation géométrique de l'équation (C).

On aurait pu remplacer l'équation (C) par l'équation

X ( r — d) [ey — fx) -f- Y (.r — e) [dx — cy)

— (dx — cj) [fx — cy)
,

et l'on aui'ait obtenu semblablement un théorème ana-

logue qui donne, ainsi que le précédent, m\\ moyeu facile

de construire par points et avec la règle, seulement les

coniques qui passent par cinq points donnés.

SOLITIOK DE LA QIESTION 203

(Voir t. VII, p. «1, et t. Vlll, p. 45);

Par m. E. FERIER,
Élève du lycée Charlemagne (classe de M. Catalan

Dans un pentagone, si l'on considère comme sommets

d'un pentagone :

1°. Les points milieux des cinq diagonales;

2". Les centres de gravité des cinq triangles formés
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[»ai- deux diagonales cl un côté, on oblicnl (l(mx penla-

i>ou('s semblables et inversement placés.

Soit ABCDF.
[J'-ë' '°' ^^- ^^) ^^ pentagone donné.

On construit, d'après l'énoncé, le pentagone FGHIK,
(|ui a pour sonmiets les milieux des diagonales AC, BD,
CE,DA,EIÎ.

Puis le pentagone F' G'H' F K', c[ui a pour sommets les

centres de gravité, c'est-à-dire les points de rencontre

des médianes des triangles BED, ACE , ABD, BEC , ACD.
Il faut démontrer que ces deux pentagones sont sem-

blables et inversement situés, c'est-à-dire que les droites

qui joignent les sommets homologues se coupent en un

même point, et que les sommets homologues sont de

part et d'autre de ce point.

11 suffit de démontrer pour cela que les côtés F'(t el

FG, G'H' et GH, etc., sont parallèles, et qu'on a, de

plus, la suite des rapports égaux :

F'G'_GVH'_H'r _rK'_ F'K'

i^~"Gïr ~iïf ~ ikt ~ FK

La droite F' G' est parallèle à FG. En efl'et
,
pour obtenir

le point F', on a pris le point de l'encontre des nrédianes

du triangle EBD, c'est-à-dire que le point F' se trouve

sur la médiane EG, aux deux tiers à partir du sommet E.

De même le point G' est sur la médiajie EF dans le

triangle EAC, aux deux tiers à partir du sommet E; pai

conséquent
EG'_EF'
ëF — ëg"'

donc la droite F'CV est parallèle à la base FG, et de plus

on a

F'G' _ 2

"gF~3"
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On démontrerait de même que dans le triangle DKF,
on a F' K' parallèle à KF, et que , de plus

,

F'K' a
— 1

FK 3

et ainsi de suite pour les autres côtés. Donc ces deux pen-

tagones ont leurs côtés parallèles et proportionnels; donc

ils sont semblables.

On voit, de plus, qu'ils sont inversement situés.

QUESTIONS D'EXAMEN SIR LES CONSTRICTIONS

GÉOMÉTRIQIES (*).

11 ne s agit que de constructions avec la règle et le com-

pas, dites ^éo/néf/v^Me^.

I. Lemine. On sait coïistruire les valeurs de x dans

M P
les équations x = — ? ,r^ = - i M et P étant des monômes^ N Q
de degré n . N et Q des monômes de degré ;/— i et Ji— 2.

II. Problème. Construire la valeur de x clans Féqua-

tion X := — 5 M étant un polynôme rationnel de degré /i,

et N un polynôme rationnel de degré n — i

.

Solution. Prenons deux monômes quelconques A et B,

Tun de degré n — i et l'autre de degré // — ?. , et consi-

dérons A et B comme facteurs communs à tous les termes

des polynômes M et N ; on a M = AM, et N = BN,, d'où

X = —'
• Mais A et B , monômes du premier degré

,
peu-

'
'i M. .1. Rprtrand cxnniinatoiii'.
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vent èlrc réduils à lui seul Icrinc; duJif AMi l'I BJN
i
deve-

nant des monômes , ou revient au cas du lemme.

m. Problème. Construire la valeur de x dans Véqua-

tion X- =^—\ M étant un polynôme rationnel de degré

7^, et N un polynôme rationnel de degré n— i.

Solution. Prenant deux monômes quelconques A et B
de degré n — i ei n — 3, et opérant comme au précédent

problème on a x' = r—-^ ; le numérateur et le dénomina-

teur étant des monômes , on retrouve le lemme.

Obseri'ation . Il est presque inutile d'ajouter qu'on doit

etquon peut former A et B avec les lignes qui se trouvent

déjà dans les polynômes.

IV. Problème. Construire la valeur de x dans l équa-

tion x^" = M5 M étant un polynôme rationnel de de-

gré 2 n

.

Solution. On réduit d'abord le polynôme à un monôme
par ce qui précède. Supposons donc que M soit un mo-
nôme de degré 2;^: deux facteurs peuvent être réduits à

un carré; donc tout le monôme peut être converti en un
produit de 7i carrés. Extrayant de part et d'autre la ra-

cine carrée, on obtient a?":^M,, où Mi est de degré // ; si fi

est pair, on est amené a une équation de degré -: et ainsi

de suite. Donc, si fi est une puissance de 2 , la valeur de

x est constructible géométriquement; et, en tout cas, on

peut parvenir à une équation de degré impair, mais qu'on

ne sait pas construire.

Obsen'ation . Il est bien entendu que M n'est ni néga-

tif, ni une puissance parfaite d'ordre in.

p

V. Problème. Construire x = a\lm -^
a est une ligne,

p un nombie entier positif et m un nond>re.

Aiin de Mathémat., t. YIII. (Avril 1849.; i «^



( '46
)

Solution. Ou a x^ = ma^-, faisant ma = b, on a

x^ = baP~^., expression qu'on saura construire si p est

une puissance de 2.

VI. Problème. Constiixire

n sjm H- a^ ^rrix -+- a^ s/m-, + . . .

v/« H- \//î, r+- . . . .

rt, «1, as,... 50/zf Je5 lignes, p, p^, p-i,---, q, qi, qt,---

sont des puissances de 1., et m, nii ^ ni^.,,.. des nom-

bres positifs.

Solution. Multipliant haut et bas par une ligne quel-

conque b , on obtient

s/maPbP -+ \/m,aP^bPi -+-

sfnbi -+- y/rt, bi' -h . . .

Chaque monône du numérateur se ramène à un carré , et

chaque monôme du dénominateur à une ligne; donc on

sait construire x.

Exemple. Partager la longueur a en deux segments
s _ 1 6_

qui soient entre eux comme y/jJ I V 7 ; les deux segments

8 _ 1 6_

sont rr et h^-
V'S + v/7 s/3 + v/7

Le premier segment est égal à

8 8

V^3«'« )/ba'

s/3 a» -I- v/7 a" s/6 fr -+- sjb, a

h z=: 3 ri , ^1 = 7 fi.
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On sait coustruiio chacun de ces monômes-, de même
pour le second segment

.

VII. Problème. Construire x = al*
-^
a est une ligne

et P une fonction trigonométrique rapportée aux angles

a, /3, y, etc.

Solution. L'angle a. étant donné, on prend sur un des

côtés de cet angle, à partir du sommet A, une longueur

arbitraire AB; du point B on abaisse BC perpendicu-

laire sur l'autre côté; on remplace sina par——? cos a

AC BG , . 1 1 opar -—i tanga par -—, etc. ; de même pour les angles p,

y, etc., etaP ne renfermant que des lignes connues, on

est ramené aux problèmes précédents.

Mil. L'élégance dans les constructions consiste à faire

le moins d'opérations possible et à ne se servir que des

données de la figure.

Exemple. Partager une longueur AB en deux seg-

ments qui soient entre eux comme sin a est à sin |S -, les

, AB sin y. AB sin S .

deux sesrments sont -. .—zi -. -.
—-• Au point° sm «6 H- sin p sm a -t- sm p

-'^

Aon fait un angle égal à a, au point B un angle égal

à (S , on forme un triangle ; la bissectrice de l'angle opposé

à AB partage AB dans le rapport indiqué. Il est évident

qu'on ne saurait donner des règles pour obtenir des

constructions élégantes ; cela dépend entièrement de la

sagacité de l'opérateur.
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QUESTION D'EXAMEN SIR LES RACINES DES ÉQIATIONS (*) ;

Par m. TILLOT,
Professeur de mathématiques à Castres.

Théorème, cp [x] = o étant une équation algébrique de

degré 7j et ayant Ji racines Xj, Xa,.--? •^"n inégales, on a

(i) -77—̂ + -Tr~\ + • • • + -77—̂ = o-

Démonstration. On a l'identité connue

[x Xt) {X ^7^) . . . {x X„) 'Jji [xC} {X ^1)

I I

cp' (ar,) (x — .r,)
'

ip' (^n) [x — x„)
'

d'où
I

( I 'A {x — x,) . . . {x — X„) ,/ (a;, )
/ I _ _i

j

'/ (jTj)
{

I

X )

Faisant x = 00 , on obtient la relation (1).

f^éî'ijication . Soit Téquation x^ + px -f- ^ = o; la re-

lation indiquée devient

= o,
3a:( +/> Zx\-{-p 'ix\-\~p

OU , en ôtant le dénominateur commun

,

3/»^ 4- ^p{x] -\- x\ -\- x\) H- ^{x] x\ -\- x]x\ + xlx^^j = o.

Or, par la théorie des fonctions symétriques, le coeffi-

'*) MM. Bertrand et Hermite examiruiteurs.
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cienl do 6 fJ est — 2p^ le inultiplicaleur do 9 est p*., donc

la relation devient

3/>- — 12 p' -+- c)p' = 0.

Interprétation géométrique. Soit y =^f{^x) l'équation

dune coui-be parabolique de degré 7z, les axes étant rec-

tangulaires. Si par les n points (réels ou imaginaires) où

la courbe est rencontrée par l'axe des abscisses on mène
les n tangentes (réelles ou imaginaires), la somme des

cotangentcs des angles que font ces n droites avec l'axe

des X est nulle.

Nota. Ce théorème est un cas particulier du théorème

d'Euler qui sert de fondement à la décomposition des frac-

tions rationnelles [voir t. I\
, p. 295, et t. VI, p. 12^)

,

théorème auquel l'illustre Jacobi a donné une si belle gé-

néralisation (t. \n, p. ii4): et qui donne lieu à un

théorème de géométrie que nous consignerons ailleurs.

QUESTION D'EXVMEN. ÉQlATlOiV DE L'HYPERBOLOIDE DE

RÉVOLITION A WM MPPE {*);

Par m. TILLOT,
Professeur de mathématiques à Castres.

Trouver la surface décrite par une droite assujettie à

rester à une même distance d'mie droite jixe, avec la-

quelle elleforme un angle constant.

Solution. Prenons la droite fixe pour axe des z, «fT

pour plan des xj celui que décrit la plus courte distance

entre la droite fixe et la droite mobile. Soient Q l'angle

ccvnstant et /' la plus courte distance donnée; soient

( I.) X =1 az -\- V., y ^= bz -\-
^

les équations de la droite mobile.

I MM. Hcrirand et Hcrmite ex.Miiinatciirs.
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Faisant 2; = o, on obtient

(2) <x'-hp'= r\

La projection de la droite mobile sur le plan xy étant tan-

gente au cercle de la plus courte dislance a pour équation

(3) ^y -\-ux = r\

et l'on a

I

(4) ces Ô = / ^ ,, — •

11 faut donc éliminer les quatre quantités variables a, b^

a, |3 entre les cinq équations (i), (2), (3), (4).

L'équation (2) devient

[x — azy + {y — bz)' r=: r',

cl l'équation (3) devient

y [y — bz) + ^ (x — az) = r'';

d'où

^^ -+ y' — z"* rang' 6 = /•'.

Remplaçant par t:— 6, l'équation ne change pas , ce qui

indique une deuxième génération de la surface par luie

droite -, et si l'on mène par l'axe des z un plan quelconque,

la section est une hyperbole , toujours la même , ce qui

donne une troisième génération de la surface par une hy-

pei'bole tournante.

Nota. Un problème intéressant est celui-ci : Etant

donnée l'équation générale cTune surface du second de-

gré, axes obliques, à quels caractères peut-on reconnaître

que la surface est un hyperboloïde de révolution à une

nappe? Le cas général a été traité pai- M. Bourdon, dans

la Correspondance sur VÈcole Polytechnique, t. II,

p. 187 et 230^ 181 3.
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COURS SIR LA THÉORIE DES XOMRRES, Al COLLÈGE

DE FR.A^GE.

Ce cours , destiné au petit nombre , au pusillus grex,

est digue de l'idée sublime qui a inspiré la création d'un

établissement dont l'esprit a été si faj^alement altéré , dans

ces dernières années, par l'invasion de la politique; pro-

stituée audacieuse, toucbant tout, souillant tout. L'en-

seignement est confié à un jeune savant dont les brillants

débuts ont attiré lattention d'un Jacobi , et dont les xA ou-

velles annales se glorifient d'avoir accueilli et préco-

nisé le virginal speech , comme disent les Anglais i^voi?'

tomel). Plusieurs professeurs des départements expri-

ment le désir de connaître la substance de ce cours
,
que

mes occupations ne me permettent malheureusement pas

de suivre. Si un auditeur mieux favorisé avait la généro-

sité de me faire parvenir des renseignements
,
je m'em-

presserais de les publier avec reconnaissance. On contri-

buerait ainsi à propager des théories où l'abstraction

mathématique se manifeste dans toute sa beauté, grave

et puissante.

Puissent les Exercices de M. Lebesgue obtenir les en-

couragements que méritent une telle science, un tel

auteur

THEOREME SllR LES ARCS DE COIRBES;

Par m. STREBOR.

Soit r le rayon vecteur mené d'une origine fixe à un
pitint f|u»']coiic|ue d une courbe donnée, et soit 'o l'angle
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fait par Ja normale en ce point avec un axe fixe 5 1 inté-

grale frdw exprimera l'arc de la courbe, lieu des projec-

tions orthogonales du point fixe sur les tangentes à la

courbe donnée.

Ce théorème fournit une démonstration très-simple

d'une propriété des arcs d'une classe de courbes, qui se

trouve énoncée dans le Journal de Mathématiques

,

tome XII, page 448«

THÉORÈME SUR LES POLAIRES.

P est un point quelconque pris dans le plan de deux cercles donnés, P' est

le point d'intersection des deux polaires de P relativement aux deux cercles.

P et P' sont dits points réciproques. Prouver que l'axe radical passe par

le milieu de PP' {fig. 11, PL II)

(Voir t. VI, p. 432 ) ;

Par m. Et. PLOIX,
Élève au Ivcée de Versailles.

Abaissons des points P et P' les perpendiculaires PG
,

P'G' sur la ligne des centres O, O', et par le point I où

l'axe radical IK rencontre PP', menons HH' parallèle

à OO' : il faut prouver que l'on a PI =P'I, ou bien

IH= IH', ouG K=KG.
Le point P a pour polaiie QP'; donc la droite PG aura

pour pôle le point A où la polaire de P rencontre OG 5 on

a donc

OG . OA R'

De3 même, on a

O'G'.O'B = r',
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R et /• désignant les rayons des cercles O et O'. Ces

deux relations donnent

OG . OA — O' G'
. O'B = R — r\

IK étant un axe radical, on a

ÔK — O'k' = R= — r'
;

d'où

(i) OG.OA — 0'G'.0'B = ÔK' — O'k'.

Les deux triangles AG'P' , OPG étant semblables,

donnent

G'P'.GP-— OG.AG'.

De même, les deux triangles BG'P', OPG sont sembla-

bles et donnent

G'P'.GP = BG'.0' G.

Comparant les deux égalités , on en déduit

(2)
' AG'.OG = BG'.0'G.

Ajoutant membre à membre les deux égalités (i) et (2)

,

on trouve

OG(OA + AG) — O'G (O'B + BG) — Ok' — O'k'
,

ou

OG . OG' — O'G . O'G' = 5k' — O'k'.

Or

OG = OK -f- KG , OG'= OK — G'K , O'G = 0' K— KG
el 0'G'=0'K + KG';

d'où

(GK+RG) OK-G'K)—(OK—KG) (0'K+KG')=Ôk'—Ô^'

Rilcctuani les multiplications et supprimant les termes
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qiiî se détruisent , on trouve

KG.GKh-KG.O'K= KG'.OK + KG'.p'K,

ou

KG(OK + O' R) = KG' (OK + O'K) ;

d'où

KG = KG'.

THEORIE DES FRACTIONS CONTOIES

Par m. E. CATALAN.

Les Traités élémentaires ne contiennent, ordinaire-

ment, que les premières notions sur les fractions conti-

nues. Quant aux propriétés les plus importantes, les plus

remarquables de ces quantités, elles se trouvent dissé-

minées dans un grand nombre d'ouvrages. J'ai cru faire

une chose utile aux élèves , en essayant de leur donner un

résumé succinct de la théorie dont il s'agit.

I. — Préhvninaires.

\ . On appelle , en général
,
fraction continue, toute

expression de la forme

a + • !-

mais, dans les Eléments, on réserve plus particulièrement
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rc nom aux quanlilés telles que

a H
1

I

et 1 ou suppose même, pour plus de simplicité, que les

nombres a, Z», r, d, etc. , sont entiers et positifs,

2. 11 est facile de développer, en fraction continue

ayant cette dernière forme , une quantité commensurable

quelconque. Soit, par exemple, x = -^- En extrayant

les entiers , on trouve

1 20

167 /i67\'ib7\

120/

167 4?—^= I H- -t^ = I +
I20\

A son tour, la fraction -7— se transforme en

26 1

2 -f- T- = 2
4? /42V

et ainsi de suite. On a donc , au lieu de la fraction ordi-^

nuire proposée, la fraction continue équivalente

I -f-

I +•

I

I

1 4-

4 + ;
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On voil que les tenues i , i, 2, i, i, 4 , 5 de la fraction

continue sont les quotients entiers fournis par l'opération

du plus grand commun diviseur, effectuée sur 287 et 167 :

pour cette raison , on les désigne aussi sous le nom de

quotients incomplets. Il est clair que
,
pour abréger, on

peut écrire

^- = I, I, 2, I, I, 4, 5.

3. Pour réduire une fraction continue en fraction or-

dinaire, il suffit de faire un calcul inverse du précédent.

Ainsi , l'on aura successivement

I -4-

21
I + 5 26

I H = —:
21 21

2b \

2|_47
26 26

Pour plus de régularité, on dispose l'opération de la ma-

nière suivante :

28'

I I 2 1145
167 120 47 ^6 21 5 I.

Les termes de la première ligne sont ceux de la fraction

continue. Le premier terme de la seconde ligne est i

.

Enfin , un terme quelconque de cette seconde ligne est

égal au produit du terme précédent par le terme écrit

au-dessus de celui-ci, augmenté du terme qui précède

de deux rangs le terme cherché.

4. Avant d'indiquer un autre procédé pour réduire une

fraction continue en fraction ordinaire, observons que, si

dans la fraction continue a: = «,Z', c,<i,..., nous con-

servons seulement le premier terme «, puis les deux pre-

miers termes, puis les trois premiers, etc. (ces termes
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élaiil supposés posilifs) , nous obtiendrons des fraclions

A (i B _ I ob -Jr- i

K' = V B^ = "'^Z = ~T~'
C I c abc + a -\- c

0!
= "^',

\
= "^b7T~i-~'bc+x '••'

h -\- -
c

lesquelles seront alternativement plus petites et plus

grandes que x. Eu effet, i° a est <ix\ 2° le diviseur h

est trop petit: donc -r est trop grand , donc -7 est ^x, etc.

..ABC j rLes ii'actions —,i —,? ^? etc., sont, pour des motits que

nous développerons plus tard, nommées convergentes ou

réduites. D'après ce que nous venons de dire, une réduite

est plus petite que lafraction continue, ou plus grande,

selon que cette réduite est de rang impair ou de rang

pair {*).

IL — Formation des réduites.

5. Pour découvrir la loi des réduites, observons que si

,

dans la seconde réduite — = —-—
, nous remplaçons hDU

par b -\- -
, nous obtiendrons la troisième. Ainsi

,

C \ cj ' ' ab -j- i)c -h a Bc-j-a Bc + A

c"'

~
] î

~" bc-hi ~ B'c4- I
~ B'c-hA'

b-h-
c

C ) Si la fraction continue était de la forme > c'est-a dire si

elle étSiit plus petite que l'unité, on prendrait pour premier terme zéro, et

... o
^awv première réduite, —•
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car

A__ _a

Pour fonner le numérateur de la troisième réduite

,

on multiplie le numérateur de la seconde par le quotient

incomplet correspondant à la troisième, et on ajoute au

pi'oduit le numérateur de la première j'éduite. Le déno-

minateur de la troisième réduite se forme, de la même
manière, au moyen des dénominateurs précédents. Cette

loi est générale-, car elle résulte d'un raisonnement que

l'on pourrait répéter à Tégard de deux quotients incom-

1 ' -c 1 c- j ^ P Q
plets conseculiis quelconques, oi donc— 5 —,•> ^-7 sont

trois réduites consécutives, et si q représente le quotient

incomplet correspondant à -— , nous aurons

^'^ Q' P'7+N'"

ou plutôt

(2) Q=Pr/4-N,

(3) Q'=P'7+ JN'(*).

6. Si l'on applique la règle (i) à la fraction continue

ji:=i,i,2, I, i,4î5, on trouve
,
pour les réduites

consécutives ,

I 2 57 £2 55 287
-•> —1 7^5 -Jl 1 77—? r- 'II 4 7 ^^' 107
— 5

Ainsi qu'on devait s'y attendre, la dernière réduite est la

valeur même de la fraction continue.

(*) Un mode de démonstration bien connu permettrait de vérifier à

posteriori la ffénéralité de la formule (i); mais cette vérification esi

-.n péril ue.
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111. — Propriétés des réduites.

7. Eliminons q entre les formules (2) et (3) ; nous ob-

tiendrons

QP'— Q'P=: — (PN' — P'N),

c'est-à-dire que la différence des produits en croix des

ternies de deux réduites consécuti^'es est constante en

'Valeur absolue. Et comme, pour les deux premières ré-

, cette diÛérence est -|- i , ouU.U.1
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miers entre eux, et qu il en est de même pour IS' et P'.

Ainsi , les numérateurs de deux réduites consécutives

sont premiers entre eux ^ et les dénondnateurs de ces ré-

duites sont aussi prenuers entre eux.

10. Les réduites approchent de plus en plus de la

fraction continue, allernativement par défaut et par

excès.

Pour démontrer cet important théorème , remarquons

d'abord que si , dans le second membre de la formule (i),

nous remplaçons le quotient incomplet q par le quotient

complet q -\ = y, nous obtiendrons la valeur

même de la fraction continue , attendu que nous n'aurons

rien négligé. Cette formule donnera donc

Pj + N
(6) P'j+ JN'

N .

Cela étant , supposons
,
pour fixer les idées , que — soit

N P
une réduite de rang impair, auquel cas —;<^x<^—,-) et

N P
comparons les différences x— —, et — — x.

Or,

N P/ +N N (PN' — P'N)j
^' ~ P/'



p _
P' (P'j4-N')P'

La proposition sera donc démontrée si nous vérifions

l'inégalité

(P'j-hN')P'^(P'r + N')N''

N'
laquelle se réduit à ^7 <^ j .

Cette dernière inégalité est évidente : car

I

quantité ^ i 5 et , d'après la loi de formation des réduites,

on a P'>ÎS'.

\ 1 . L'erreur e que l'on commet eu prenant une réduite

P .

—; au lieu de la fraction continue est , d'après l'expression

p
de —7— x^ donnée par la formule

(P'jH-N')P'

Pour avoir une limite supérieure de cette erreur, rap-

pelons-nous que j^ est > I . Si donc nous remplaçons y
par I , nous aurons

Ainsi , l'erreur que Von commet en prenant une ré-

duite pour 'Valeur approchée de la fraction continue,

est m,oindre que Vunité divisée par le produit du déno-
minnieur de la réduite par la somme de ce dénomina-
teur et de ceFui qui le précède.

12. Si . dans 1 inégalité précédente , nous négligeons jN'

Aiin. de Mathrmat.. t. VllI. (Mai 1849.) I I

m
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devant P', nous auions, à pins forte raison
,

' *^ p's'

Ainsi, rerreur î est moindre que l'unité dwisée par le

carré du défwminateur de la réduite à laquelle on

s^aj'rête.

Cette limite, quoique peu approchée , est très-souvent

employée à cause de sa simplicité.

13. Au lieu de remplacer j^ par i , remplaçons j par q :

nous trouvons

^<

c»u simplement

P'(PV/ + N')

Cette limite est plus approchée que les deux autres ; mais
on l'emploie rarement

,
parce qu'elle suppose connu le

p
dénominateur Q' de la réduite qui suit — •

14. Pour obtenir une \\\n\{,e i?iférieure de s, substi-

tuons 9 H- I à j' dans l'expression de cette quantité 5 nous

aurons
i

ou

P'(p' Q';

15. Les considérations qui précèdent justifient la déno-

mination de convergeTites attribuée aux réduites. Elles

démontrent aussi que l'approximation d'une réduite est

bien supérieure à celle qui paraîtrait devoir résulter de

la valeur du dénominateur de cette réduite. Cette dernière

propriété, qui rend l'emploi des fractions continues préfé-

rable à celui des autres procédés d'approximation, n'est
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cependant pas la plus remarquable : les réduites jouissent

encore de la propriété caractéristique suivante.

16. Chaque réduite approche de la valeur de lafrac-

tion continue plus que toute autre fraction plus simple.

N P
Soient deux réduites consécutives ^rr? —,

, entre les-
N' P'

'

quelles tombe la valeur àe x\ et supposons qu'une frac-

/ • P
tion — soit plus approchée de x que ne l'est —j' Cette

A" Y:

. . / . N P
traction -p sera comprise entre —- et — ; et nous aurons,

N , . .

en supposant — de rang impair,

N' ^ /t' ^ P'

Cette double inégalité donne

ou
/tJN' — X-'N PN' — P'N

¥w ^ Wv'
'

ou simplement

k' ^V'
Le numérateur hW— A'N n'est pas nul, sans quoi

nous aurions — = — , et la traction —, serait moins ap-
ri JM A'

prochée que —7 -, donc ce numérateur est au moins égal à

X ; donc ,
par compensation , A'^ P'.

N / P
En renversant les fractions —> —, =-. , on auraitW k' P'

pT-^r^p ^

d'où, par un calcul semblable au précédeiil, A^ P.
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Ainsi, pour qu unt Iraclioii ^ soit plus appiocliée de x
n

P . . .

que la réduite , il faut qu'elle soit plus compliquée que

eette réduite : cette conclusion est précisément l'équiva-

lent de la proposition énoncée.

1\ . — Convergentes intermédiaires

.

17. Dans la formule générale (i), remplaçons q par

les nombres entiers o, !,.••? 75 nous formerons une suite

de fractions

N N
N' + P'

N -h/P N + (j4- OP
N'H-/P' ' N' + {i-h i)P' Q'

j •
I 'j • N Q

l^es termes extrêmes de cette suite sont les réduites —,> —, •

N' Q'

Quant aux autres fractions, elles jouissent de toutes les

propriétés des réduites, attendu que ces propriétés sont

une conséquence des équations (2) et (3) , lesquelles sub-

sistent évidemment, loi'squ'à la place du quotient incom-

plet (j on met un entier quelconque. Les fractions dont il

s'agit sont appelées convergentes intermédiaires

.

18. On a

N +/P NP'— N'P

N'

N+(/+ i)P __

/P' N' -}-(/+ i)P'~ (\' + 'P')[N'-h(/+ i)P']'

N P
<|uantité de même signe que — — — • Conséquemment,

lorsque — est une réduite de rang impair, les conver-

gentes intermédiaires vont en augmentant. Elles vont au

contraire en diminuant, quand — est de rang pair.

19. Au lieu de supposer le nombre entieri compris entre

a ot q. on pourrait le faire croître de — oc à -|- ce
;
alors
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1 expression z = —. -r, varierai i de la manière sui-

vante :

1
'

. rour / := — oc , z= —,:

P
i". De i =^ — 00 à /'=

—

I, :; marche de ^7 vers

—
> e est-a-chre que z auemente si —, est de rang

p'__ T>j 1 O
]>j

"

impair^
j^' p N

3". Pour /= (), z='—-, quantité moindre que .. ,;

donc z a diminué;

4". De i'= o à /= a; , r- augmente
5

p
5". Pour i = ^ ^ z — — (*).

20. Soit la fraction continue x= 4i 3, 7, 4, 5. Les

réduites priticipales sont

4 1 3 g5 393 2060
_, , , _:— , _ .

I 3 22 91 477

Par des additions successives, elles donnent les conver-

gentes inlermédiaires

17 3o 43 56 69 82 108 2o3 298

4 7 10 1,3 10 19 25
, 4? "9

488 881^ ^274 1667

T 1 3 204 295 386

On peut même, pour plus de régularité, prendre - et -

pour premières convergentes principales , et l'on a alors

(*) On poiirroit remarquer que retle discnssicii revient à celle de

I hyperbole représentée par j =^-^-p
N'-i- P'r
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cette suite ;

2), (1), l, l, (4\, 5, S, (J|\ 11, 3£, 43,

1/ \o/ I I \i/ I 2 \ 3 y 4 7 ïo

56 69 82 /gSX Ï08. 2o3 298 /393\ 488

iS' 16' 19' \22/ 25 ' 4? ' % ' \9' /' "^'

881 1274 1667 /2o6o\

204' 295 386 \ 477 ;

V. — Réduites non consécuti\*es

.

•
. P Q

24. Considérons plusieurs réduites successives —, —,5

R S
—,-, ^,V5 et cherchons les relations qui existent entre les
R S

deux ternies de la première et les deux ternies de chacune

des autres. A cet elïet, prenons les équations

Q=P^-hN, R=Qr-4-P, S=rR^+Q, T=:S?+R,

Q'=P'<7-|-N', R'=QV4-P', S'=R'^+Q', T'=:S7h-R', etc.

Elles donnent successivement

QP' — Q'P = ±:i, RP'— R'P=:±:/,

SP'_S'P=r±:(r5+ i), TP'— T'P= ±[(?5+ i)^+r], etc.

D'après ces valeurs, dont la loi est évidente, il s'ensuit

que si Von considère la fraction continue x=^(j^ /', s ^...
^

les dénominateurs des réduites successives seront les va-

leurs des fonctions QP'— Q'P, RP'— R'P,..., prises

avec leurs signes ou avec des sigfies contraires, selon

que q est de rang pair ou de rang impair.

22. Comme application, soit la fraction continue

•^ = 4» 3, 7, 4? 5,

, , , , . 4 ' 3 c)5 393 2060 ^_.

.

dont les réduites sont -1 -r-^ •--
•>

-^^—
. -y ^i nous

I .-> 22 qr 477
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considérons la liaction continue y, 45^? '<^s réduites

de celle-ci seront -> -^i ; et nous aurons en elFet
I 4 21 .

95 . 3 — 22

.

1 3 = — 1 , 3g3 .3-^91.13 = — 4>

2060 3 — 477- '3 = — 2''

23. Pour arriver à un tliéorènic plus général que celui

qui vient d'être démontré, changeons pour un instant

notre notation , et représentons par ^, , ^2 , ^3, ^4, . . . , q„

les termes de la fraction continue x. Si nous réduisons

en fraction ordinaire la fraction continue

le numérateur de cette fraction sera une certaineyb«cf/o//.

des indices /?, /r, laquelle pourra être représentée par N^^^-

En vertu de cette convention, le numérateur de x sera

J^i,n- Quant au dénominateur, il est évidemment égal au

numérateur de la fraction q^ , q^^ qi,^---, c'est-à-dire égal

à iNj^,,. Nous aurons donc

.r=r/„ fj,, ry,,..,,.r/„=--

La relation QP'— Q'P = ±1 deviendra maintenant

{o) N,. A+, . N,, h - N,. A+. . N,. /,
— (- I )

*+',
.

7 1 1 1 •' 1 • P N, /,

en supposant que li soit le rang de la réduite -7 = ^^-^•

De même, les relations

RP' — R'P = ±:r, SP' — S'P = ±:(/ï+ i),

Tp' — rp = ±[r«-f- i)f + /•],

deviendront
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et, en général,

{b) N,.A..N,,,,-N,.A.N,./, = (_i)^+'N/,+,,,. .

Si , dans cette deriiière équation , nous supposons

k = k-{- I , elle donnera

D'après l'équation (a), ce second membre doit se

réduire à (— i )''+*
5 donc N/,4.2,7,+1 = i : c'est-à-dire que,

pour la commodité du calcul , nous supposerons généra-

lement

De même , en prenant k = h = n , on trouve , au moyen
de la formule (&)

,

N/,+2,H = o,

Î24. Dans cette même formule (Z>) , faisons h=^ i\ nous

obtiendi'pns

ou simplement

N,,A— Nj,*-.^, =-N,,;t,

d'où

N,

et , en changeant k en h

N,,A =

1'

N,,/, — N3.A

7.

Ces valeurs, substituées dans la formule (i), donnent

à cause de ^, = JN
, ^

,

.

Dans cette nouvelle équation , faisons A = 2 , nous

obtiendrons
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De mémo,

W..*=

IN\/,=:

( «<l9 )

Ces valeurs donnent, par la substitution dans, [ù] ,

En continuant de la même manière, on arrive à la for-

mule suivante, due à Kramp :

il) N,, i . N^. A — N^. A . N,. /, = (- I )>i+ff-' N,, ._, . N/,+,, ,.

25. application. Soit a:=3,2, 1,4,2, i,3,5,2, 1,

Les numérateurs des réduites sont,

3, 7, 10, 4? » '04, i5i, 557, 2986, 6429, 9365.

Prenons h z= 10 ^ h = y , g= 3 :, nous aurons Ni ^= 9365

,

N,,,, = 557, N,, ,,_,= 3.

Quant aux fonctions représentées par Ps^,;,, N^,x,

^h+2,ki elles sont égales, respectivement, aux numé-
rateurs des fractions continues j= i

, 4 , 2 , i , 3 ;

2=1, 4? 2, I, 3, 5, 2, i; t = 1, i. On trouve

i\,A = 59, N„,i = 992, Na^2,;i = 3. L'équation (7)
donne donc

9365 Ô9 — 992 . 557 =: — 3 . 3
;

ce qui est exact.

M.

—

Fractiotis continues illiniilées.

26. Jusqu'à présent, nous n'avons considéré que des

fractions continues limitées , c'est-à-dire composées d'un

nombre yî/i/ de termes. Supposons maintenant que la

fraction continue soit illimitée, et examinons d'abord ce

que l'on devra appeler valeur d'une pareille fraction.

Soient .r, , x, , x^ , etc., les résultats que l'on obtient

quand on termine la fraction à son premier terme, ou à se8
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deux piemiers termes , ou à ses trois premiers , etc.

D'après ce qui a été vu ci-dessus (n°^ 40 et suivants), nous

aurons

c'est-à-dire que les réduites de rang impair vont en

augmentant , et que celles de rang pair vont en diminuant.

D'ailleurs, chaque terme de la seconde ligne est plus

grand que le terme correspondant de la première 5 et la

dilîerence entre ces deux termes peut, évidemment,

devenir moindre que toute quantité donnée, si ces deux

termes , c'est-à-dire si ces deux réduites , occupent des

rangs assez éloignés.

Il résulte de là que les réduites de rang impair et les

réduites de rang pair tendent vers une certaine limite,

laquelle est toujours comprise entre deux réduites consé-

cutives quelconques. Cette limite est la valeur de la

fraction continue.

27. Ce que nous venons de dire suppose , Lien entendu

,

les quotients incomplets entiers el positifs. Avec cette res-

triction , les propriétés démontrées pour les fractions con-

tinues limitées subsistent évidemment pour celles qui ont

une infinité de termes. Mais si l'on admettait des quotients

incomplets négatifs , les réduites pourraient n'avoir pas

de limite déterminée.

Soit, par exemple, la fraction

I — . . •

En prenant un nombre de termes de plus en plus consi-

dérable, on obtient les résultats />'e/7or//V/z<e.v

I , , oc , I , o ,x , . . . ,

lesquels, évidemmeiil . ne tendent vers aucune JimiK'.
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28. Toute fraction continue illimitée a pour valeur

une çuantité incommensurable , et réciproquement.

Cette proposition est évidente par les n°^ 2 et 3.

29. Il est facile de réduire en série toute fraction

continue , limitée ou illimitée. Eu effet , considérons

d'abord la fraction conlinuelimitée x= a. b, c,fl,...^p, q.

jN ous aurons
,
par les propriétés démontrées dans le

A_«B A_i C B_ 1

Q' P' ~P'Q'

Donc', eu ajoutant toutes ces équations,

Q' A'B' B'C CD' ~~P'Q'

Soit par exemple j:r = 3,2, i,j,4-)3-6,2. Les déno-

minateurs des réduites sont i , a , 3 , 23
, 93 , 498 , 3o83

,

6664 ; et nous aurons

ï= 3 H -f- -— —- 4-
1.2 I . 3 ' 3 . 23 23

.
95 96

. 498
I I

+
498.3083 3o83.6664

30. Que la fraction continue soit limitée ou illimitée
,

les réduites approchent de plus en plus de la valeur de

cette fraction. Or, le second membre de lécpiation ci-

dessus étant limité à ses deux premiers termes , à ses trois

premiers termes, etc. , exprime les valeurs des réduites

—, •>
—

-, , etc. Par conséquent, si x est une fraction con-

tiuue illimitée , on aura, en série convergeîite

,

.^ I 1 I I

\ > K I t>' T>'/"'A'B' B'C CD' D'E'

De |duï>, 1 erreur que Ton eoniuic» en s'airèlanl a un
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terme ([uelconque est moindre que la valeur absolue de ce

terme : c'est ce qui résulte des n"* 12 et 13.

31 . Si une quantité incommensurable x est développée

en série convergente, on pourra se servii' de cette série

pour développer x eu fraction continue. En eflét , l'é-

quation (8), dans laquelle A'= i, donne immédiatement

les dénominateurs B', C, D', etc., des réduites. On ob-

tient ensuite les termes b^ c, d, etc., à l'aide des formules

Q' A' D' B'
h ='B' , c = ——,— ^ d=:——— , etc. En général , ces

termes «, b , c, d, etc., ne seront pas entiers et positifs;

mais.celte circonstanc-e n'empêchera pas le développement

trouvé d'être coiwergeiU ^ car on a seulement remplacé la

série convergente par une autre expression qui lui est

équivalente, et qui n'en diiTère que par la forme.

32. Comme application , développons en fraeliou

continue le logarithme népérien de 2. On a

I I I I I

1.7.= \ !-Q — 7 + ^ — 2?+ '
par suite,

^ -y fi 3 'i

rt = o, B'=ri, C' = 2, D' = -, E'==-^, F' = -^,
2 3 2.4

2_4^ 3.5.7
.,„. .

<j — ^ g,
•> Il — —^i— . ,elt.,

3 5 2.4-0

puis

/; = B' = 1 , <• = 1 , <-/= — , t' = 3 ^ 2'

2/
'

3 ~ V
2

3.5 3
.

2.4.6. 2.4
^""2 3^ 73.5" 3" 2'. 4'

/ — • ^ — , a — __ — . etc.^- 24 ~2--.4-''^- 3^ ~3'.5''
"3"

2.4
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,

I

/ . 2 == r

I 4-
I I

7+7
4 4^

9 ^^^
4.16

Pour simplifier cette expression , observons que

I
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iSous aurons ici

n=o, B'=i, C'=3, D' = |, E' = ^, F' = |^,.-s

d'où

2 2 ,Q „ 2.25
h = i , c= i, dz= -, e = —p-

,
jr =—— , etc.

9 25 9.49

Le développement cherché sera donc

•

4~"



ou

'•='-^—

^

2 H ^

-5 + ^

OU encore, par une transformation simple,

i6

-3 +

-7 +
9+....

Or la série harmonique est div^ergejUe , c'est-à-dire que

la somme de ses termes peut croître au delà de toute li-

mite. Conséquemment , la fraction continue que nous ve-

nons d'obtenir est pareillement divergente; et les réduites

de cette fraction, au lieu de tendre vers une limite finie,

peuvent dépasser toute quantité assignable. .

35. Pour dernière application , cherchons le dévelop-

pement, en fraction continue, de la base des logarithmes

népériens.

On a

I

1.2 1.2.3 1.2.3.4 I . 2 . 3
.
4 • 5 \

par suite , en comparant à la formule (8)

,

rt = o, A'=i, B' = 2, C'=i.3,

D'=2.4, E' = i,3.5, F'=2.4.6,...,

puis

, ,2 i.3„2.4 1.3.5
h =9., rz=i, </=-, r= , / = —-, o-

=

—

,

I 2 1.3 2.4
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Donc

I

e = 1 -h
I
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Mais la dilllérence entre deux réduites conséeulivcs peut

devenir moindre que toute quantité donnée^ il en est de

même pour deux réduites distinctes d'un nombre déter-

mifié de rangs : car cette dernière dillerence est égale à

la somme des différences entre les réduites intermédiaires

et consécutives. Donc y, etj/^i ont la même limite, la-

quelle est j.

38. On peut calculer de proche en proche j^ , j^ ,

j"3,:.., ji, J'< + i sans passer par les réduites inter-

p Q
médiaires. En effet, x'eprésentons par ~i — les ré-

duites répondant aux termes /?, fj de la première période;

.Ri,,. . . Q ,
et soit —7 la réduite qui suit -— , de manière que

R Qw +P
R' Q'wH-P'

Si, dans cette valeur, nous remplaçons ni par yi , nous

obtiendrons }', + i
'-, donc, en général,

Qr, + P •

r.+i =
Q' r, + P'

T
39. Soit -7 la fraction irréductible équivalente à ^,

,

nous aurons

QT + PT'
\9) J'+i =

Q'T+ P'T"

et je dis que la fraction contenue dans le second membre
sera irréductible.

Soient U, U' les deux termes de cette fraction, savoir:

U = QT + Pr, . U' = Q'T 4- P'T'.

Entre ces équations, éliminons successivement T et T';

nous trouverons

UQ'— U'Q=(PQ'— P'Q)T', UP'— U'P=— (PQ—P'QjT.

Ann de Mathnmat. , tome VllI. (Mai 1849) ^ ^
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éduit

PQ' — P'Q = ±:i;

Mais — et —, sont deiix réduites consécutives; donc

par suite,

UQ'_UQ'=±T', UP' — U'P = zpT.

Ces équations prouvent que tout facteur commun à U
et à U' devrait diviser T et T'. Si donc, comme nous

T U
l'avons supposé, -7 est irréductible, —; sera pareillement

irréductible.

D'ailleurs, la fraction ^,j qui donne la valeur de la

première période, est une réduite 5 donc toutes les frac-

tions obtenues par l'application de la formule (9) sont

des réduites.

40. Soient, comme précédemment,

_T _U
Xi— rj,/ ' Xi+i — Tjr'

D'après le n° 21, si l'on réduit en fraction ordinaire

m H le dénominateur de cette fraction sera

i

7

la valeur de la fonction TU'— T'U, prise avec son signe

ou avec un signe contraire. Or ce dénominateur est celui

de j,, c'est-à-dire Q'-, donc

TU'.— T'U = ±Q'(*).

41. Plus généralement, si dans une fraction pério-

dique, simple ou mixte, on considère deux réduites dis-

tantes d'autant de rangs que l'indique le nombre des

{*) Dans l'application de cette formule, on devra prendre le signe -t-

,

si le nombre des termes de la période est pair. Et si ce nombre est impair,

on prendra le sifjne -+- ou le signe — . selon que / sera pair ou impair.



termes de lu période, la différence des produits en croix

des ternies de ces deux réduites sera égale au dénominatew

delà fraction continue équivalente à la période, celle-ci

étant comptée ii partir de la première des deux réduites.

Ce théorème , aussi bien que le précédent, est une con-

séquence immédiate de la propriété démontrée au n" 21

.

Soit, comme application, la fraction

.r = 2, 3, I, 3, 2, I, 3, 2, I,...,

ou simplement

Les réduites consécutives sont

1 7 9 34 77 III ^\o 931 i34i 49^4
I 3 4 '5 34 49 18 1 '4 II 592 2187'

D'un autre côté, l on a

1,3,2=-: 3,2,1=—; 2, I, 3 = -7--734
Or,

1°. 7. 34— 3. 77=— ( 77. 4ii— 34. 931)= .. .=+7;
2°- 9- 49— 4-iii=— (m- 592— 49.1341)=...=— 3;

3°. 34.181— i5.4io=— (410.2187—181.4954)= ...=+4.

42. D'après l'équation UQ'— U'Q = ±T', nous

voyons que si T' est divisible par Q', U' sera pareillement

divisible par ce facteur. Or le dénominateur de j^ est

précisément Q': donc les dénominateurs de toutes les

réduites ja, jy»,..., sont divisibles par le dénominateur

dey,.

Mil. — Recherche des valeurs des fractions continues

périodiques.

43. Toute fraction continue périodique est équiva-

lente à l'une des racines d'une équation du second de-

gré, à coefficients rationnels.
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. i". Soit d'abord une fraction périodique simple

/= (w, //, p, q).

Nous aurons, d'après le n" 37,

1

y = m +

I

I

r

PO
d'où, en reprc sentant par — ? ^ les réduites répondant

aux termes p, «7,

Q.r -f- p
y —

Q'r H- P'

Ainsi , la valeur y de la fraction continue périodique

simple sera donnée par l'éqiiation

laquelle a ses racines de signes contraires. Il est d'ail-,

leurs manifeste que la racine positive seule répond à la

question,

2". Si la période avait un seul terme /«, l'équation qui

donne j' serait simplement y = m H— ou

(il) J^ — 'f'J — 1=0.

3". Soit maintenant une fraction périodique mixte

x=a, h, c, d, ^, [nij «, p, q).

En représentant encore par j^ la fraction périodique sim-

ple (w, «, /?, q) ^ nous aurons

X — a, b, c, d, t-, j;

DE
d'où, en appelant — » — les réduites qui correspondent
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aux leriiics ^/, c ,

,
'

. E/H-D-
^"^

.

" = k>Td'-
Cette relation douuc

D'x — D
E'or — E '

puis, par la substitulion dans (12)

,

^ ' ) —V{E'x~Ey' = o.

Or celle équation est du second degré, et ses coeffi-

cients sont rationnels.

4"- Si la partie non périodique avait un seul terme a,

on aurait .r = « -f- - 5 et l'équation ( 1 3) serait remplacée

par

(i4) p(ar_rt)2_(p' _Q) (x~a) -Q' = 0.

S*'. Si la partie périodique et la partie non périodique

n'ont chacune qu'un seul' terme, l'équation (11) donne

(i5) (.r — a)' + ni (x — n)—i=:o.

6". Enfin, si x= -, d'oùj'= -, les équations (10) ou

(11) donneront encore des équations du second degré en x.

La proposition énoncée est donc démontrée dans tous

les cas. Mais nous pouvons aller plus loin et discuter les

équations (10), (n)
,

(i^), etc. A cet effet, établissons

d'abord le lemme suivant.

44. Soit X une fraction continue, plus grande que

D F
runité j et soit x' lajraction continue inverse. Si =-}', —

sont les deux dernières réduites de x, celles de x'

E' E
seront-,^-

' Une fraction continue .r' est dite inverse d'une fraction
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continue x, lorsque les termes de la première sont ceux

de la seconde, écrits dans un ordre inverse.

Cela posé, soita:= a, b^ c,d, e,- d'où x'= e^d^ c, b, a.

E I

De E=:DeH-C l'on déduit- = e -j- -'. Par la même

C

D , I . . j . . ,, B , I

raison ,
- = rf -{- - , et ainsi de suite jusqu a - = 6 H

B

p
Donc _^ = e, d^ c, ^, a =^ x' . On verrait de même

E'que—, = e, d, c, è.

45. Si la fraction continue x est sj/nétrù/ne , c'est-à-

dire si ses termes sont tels que a^b^c^b^ a, alors x' = X'f

E' D .

donc —= — , ou simplement E'= D. Ainsi, dans une

fraction continue symétrique , le dénominateur de la der-

nière réduite est'égal au numérateur de Tavant-dernière

.

46. Remarque. On peut de bien des manières par-

venir à l'équation qui donne la valeur d'une fraction

continue périodique. En elfet , on ne changera pas cette

valeur si l'on comprend, dans la partie non périodique,

plusieurs termes appartenant à la période, ou si l'on prend

plusieurs fois celle-ci, au lieu de la prendre une seule

fois.

Soit, par exemple, a:=2, 3, 5 (i, 4)-

Si nous posons j)^= (i, 4) , nous aurons

jr= 2 , 3 , 5 , r , j = I
> 4 5 J ;

d'où

-,6/ + 3' '-4j-f-,^

puis . pai réliminatioii de /,

?.8.t' - I 34 X -h 1 37 =r C).
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Mais si nous regardons, tomme apparlenanl à la partie

non périodique , les termes 1,4,1 de la période , et si

nous posons j'' = (4 , i-, 4-, i) , nous aurons

x=2, 3, 5, I, 4, I, jr', j' = 4, 1, 4, 1, 7';

puis

25':v'H-2i3 , 20 y' H- 24

1 1 1 j ' + 92
' 6 r ' -+- 5

L'élimination de j' donne ensuite l'équation trouvée

ei-dessus.

47. Revenons maintenant au n*^ 43. En discutant les

diflérents cas qui se peuvent présenter, et en supposant

,

pour plus de simplicité, que la fraction périodique soit

phis grande que Vunité, nous obtiendrons les théorèmes

suivants :

1°. L'équation (10), à laquelle donne lieu une frac-

tion périodique simple , a ses racines de signes contraires

.

Et si on désigne par a. lafraction continue inverse de la

fraction proposée , la racine négative de cette équation

I

est
a

D'abord', l'équation (lo) a ses racines de signes

contraires
,
puisque son dernier tei'me est négatif. En

second lieu, d après le n'^ 44, la fraction inverse serait

donnée par l'équation

, _ Qy + Q'

^ P/-hP''
ou

Pj'=-h(P'-Q)j'-Q' = o.

Et il est évident cjue cette dernière équation ne dilïèrc

de (10) que par le changement de y en ;•

2". Si la période a un seul teime, l'équation résultante

a ses racines réciproques , cl de signes contraires.
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En effet, dans l'équation (n), le produit des racines

est égal à — i

.

3°. Plus généralement, si la période est symétrique

,

l'équation du second degré a encore ses racines réci-

proques , et de signes contraires.

D'après le n° 45 , le dénominateur Q' est égal au numé-

rateur P; donc l'équation (i5) devient

P'—

Q

r' H—p— j - I = o.

4". L'équalion (i3), à laquelle doîine lieu unefraction

périodique mixte quia plusieurs termes non périodiques,

a ses racines positi\^es.

L'équation (i3) résulte de l'élimination de j^ entre les

deux relations

E r -H D
(12)

E'j -h p'

11 s'agit donc de faire voir que si l'on substitue dans la

Ibrmule (12), successivement les deux racines de l'é-

quation (10), les résultats obtenus seront positifs. Cela

est évident pour la valeur positive àej. Quant à la valeur

négative
,
j'observe d'abord qu elle est comprise entre

P P PO,,,. P' P— q7 • p7 et — ^ : ^ , c cst-a-dire entre _— et — - •

Ces valeurs , mises à la place de j^ dans (12) , donnent

DQ^ — EP^ DQ — EP

D'Q' — r'P' ' D'Q — E'P
'

Aciuellemeiit , nous avons

E O
^<

j3
<*?+ i, 7< p <</+ ',

E' Q'
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D'ailleurs e est difrérent de y, sans quoi e ferait partie de

la période. Soit e<^(]\ alors

E^Q E Q' E; Q E' Q'

Ces dernières inégalités prouvent d'abord que si y varie

P' Qdune manière continue entre —
cî'

^^ — p' ^^ valeur

de X ne passera ni par zéro ni par Vinfini^ donc elle va-

riera d'une manière continue.

Ensuite, ces mêmes inégalités donnent

DQ'— EP' >o, DQ — EP >o,
D'Q'— E'P'>o, D'Q— E'P>o;

d'où

DQ— EP' ^ DQ— EP ^
D'Q'— E'P' ^ ' DQ— E'P

Si nous avions supposé e^ q^ nous serions arrivés au

même résultat.

Puis donc qu'en remplaçant, dans la formule (12), y
P' P

par ses deux limites — Ki ^^ — n' ^^^ résultats de la sub-

stitution sont positifs, et que d'ailleuis x varie d'une

manière continue dans l'intervalle considéré, nous pou-

vons conclure que la seconde racine de l'équation (i3) est

positive et comprise entre

DQ'— EP' DQ— EP ^
D'Q'— E'P' D'Q — E'P

5". Si la partie non périodique a un seul terme a, nous

aurons x= « H— » et la seconde l'acine de l'équation (i4)

Q' Q r^ Q' Q
sera comprise entre a— —, et a — -• Ur, —, cl - sont

(') Ici encore, comme au 11° 10. on pourrait considérer l'hyperbol»

représentée par l'équation (ij).
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compris entre q et r/4-i', donc cette seconde racine est

comprise entre a-— q et a— q— i.

Si a est moindre que q, nos deux limites sont négatives^

donc la seconde racine sera négative et plus grande que

runité.

Si a est plus grand que q, les deux limites sont posi-

tives ; donc la seconde racine sera positive.

6°. Enfin, dans léqualion (i5) , la seconde racine est

comprise entre a—m ex a—m— i : donc cette seconde

racine sera négative ou positive, selon que a sera infé-

rieur ou supérieur à ni.

48. Toute racine irrationnelle d'une équation du se-

cond degré, à coefficients entiers, se développe en frac-

tion continue périodique.

Ce théorème, réciproque de celui dont nous venons

d'examiner les différents cas, est dû à Lagrange.

Soit

i6) a^x"- — -xb^x — «0 =
l'équation pi-oposée, dans laquelle «oi ^15 ^0 sont entiers.

Supposons d'abord que les racines soient de signes con-

traires, auquel cas «o et «j sont positifs. La racine posi-

tive sera donnée par la formule

X =

Pour développer cette quantité en fraction continue, re-

présentons par r/i la partie entière du second membre,

laquelle peut être nulle, et posons x= «71 H : JCj sera

positif et plus grand que i

.

K
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puis

(i^

Pour faire passer le radical au numérateur, multiplions

les deux termes par V ^^ + «o «i — (^o — «i <7i) ;
uous ob-

tiendrons

en supprimant le facteur commun a^ .

Posons, pour abréger,

«i7i — bo= è,, flo 4- iZ'oy, — «,7' := a.;

nous aurons , identiquement

,

bl -\- a^a^ z= b\ + a ^ a,,

et la valeur de a:, deviendra

^1 H- V^i -+- n,a2

Conséquemment , l'inconnue Xi est racine; de l'équation

(«) «2 -z"? — 2 i, ^1 — «, = o.

Maintenant, je dis que cette équation est de même na-

ture que la proposée, c est-à-dire qu'elle a ses deux racines

de signes contraires. En ellet, le coefficient «, est ce que

devient le premier membre de la proposée quand, après

en avoir changé tous les signes, on y remplace x par ^,.

Or cette dernière quantité étant
,
par hypothèse , la partie

entière de x. est comprise entre les deux racines de l'é-

quation (16); donc, d'après les propriétés connues des

trinômes du second degré,

«, y; — 2 b(,f/, — rt-,, <^ G
,

o\i. «r qui CM la même chose, a, ^ n Doik . elc
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L équation (a) ayant ses racines de signes contraires,

il est clair, d'après ce qui précède, que l'inconnue a'i

sera la racine positive de cette équation, et que si l'on

désigne par ^^ la partie entière de Xi (laquelle sera au
moins égale à i), on aura

I

x^ étant la racine positive de 1 équation

{b) o^xl — 162 X. — «2 = 0,

laquelle se déduit de la précédente comme celle-ci a été

déduite de la proposée.

Cette équation (Z») aura encore ses racines de signes

contraires; et ainsi de suite.

Actuellement, la série des égalités

bl -f- flo«. = ^î + a^fii ^= b\-\- a.tii z= . . . = A,

dans lesquelles «05 «n «sv) ^U ^\i ^Ai---t sont des

nombres entiers positifs, prouve que ces nombres ne

peuvent croître indéfiniment, et, conséquemment, qu a-

près un nombre limité d'opérations , on arrivera à une

certaine équation

ftn+\ ^'n '> b„ Xn 0,^=0,

dont les coefficients seront ceux d'une équation déjà ob-

tenue. Conséquemment aussi, la valeur de x sera pério-

dique.

Considérons à présent le cas où l'équation du second

degré a ses racines de mèm.e signe. Nous pouvons les sup-

poser positives : car si elles étaient négatives , il nous

suffirait de changer, dans la proposée, x en — x.

Cela étant, soit

( 1 7) <7„ ,r- — 2/y,, ^ -t- «I =
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réquation proposée , dans laquelle <7„ , a, , b^ sonl entiers

et positifs.

La plus grande racine est donnée par la formule

bo + sjbl — a,n, i

X = = 7i H

Si ces deux valeurs de .rn'ont pas la même partie entière,

l'équation en x^ aura une racine plus grande que i , et

une racine négative : car l'expression q^ -\ doit donner
X^

les deux valeurs de x. Cette transformée en x^ ayant ses

racines de signes contraires, la racine positive se déve-

loppera en fraction continue périodique; et il en sera de

même pour la plus grande racine de l'équation (17).

Si les deux racines de cette équation ont la même partie

entière ^1 , lar transformée en x^ aura ses deux racines plus

grandes que l'unité positive; et alors nous pourrojis rai-

sonner sur cette équation comme nous avons raisonné sur

l'équation (17) , c'est-à-dire que si les deux valeurs de x^

n'ont pas la même partie entière , la transformée en ^'3

aura ses racines de signes contraires, etc.

Remarquons enfin que nous ne pourrons pas trouver

indéfiniment des transformées dont les dtux racines aient

même partie entière : car, s'il en était ainsi , les deux va-

leurs de X seraient égales et, conséquemment , ration-

nelles.

Le théorème de Lagrange est donc démontré.

49. Reprenons le calcul cpii donne le développemen l

de la plus grande racine de l'équation proposée.

Dans le cas de l'écjuation (i6) , nous avons trouvé

X = = 7, H
<7, .r,

Nommons N la racine carrée entière de A = ^^ -t-rtorti.
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«'t posons

nous aurons de même

/», + N = c/,

,

<-/, = 027. + r,

,

Mais

Z^, — n,q, — /;„ = ^„ + N — r, — 6„ = N — /•,
;

Jonc

r/,= 2 N — /•,
,

<f:, =r 2N — Tj.

La /of des dividendes est donc connue. ,

D'un autre côté, la relation «2 = «« + "i-^ofjx— «1 fj]

donne

rt-, = «0 + «7i(?.èo — aiq,) = ao + «7,(260— è, — io)

= «0 + 7r (^0 —/>,) = «0 4- ^1 (<r/i — ^2) = «0+ «Zi ('•- — '•, )•

De là le tableau suivant
,
qui donne la marclie du calcul :

fi?, = èo + N= 2N — /•„

,

<-/, = «,<7, + r,

,

</2=2N — /•,, a.,= ao-hq,{n—ro),

^, = 0,(7, + r,, rf, r=2]S — Tj, ff3= «, H-<7,(/-2 — r,).

S'il s'agit de l'équation (17) , il suffît de changer le si-

gne de <7i.

60. En appliquant cette méthode à Féquation

3x^ — Sx — 5=:o,

nous aurons

//, = 3, /a,
— 4, r/„=r5, A = 3l, ÎS=r5,
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puis



8= 5.1 + 3,
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33. ÏNous supposerons maintenant, pour plus de sim-

plicité, que Véquation donnée a au moins une racine

plus grande que l'unité positi^'c : si le contraire arrivait,

il suffirait de chanerer x en - ou en Cette restric-

tion étant admise, si l'on rapproche le théorème de La-

grange de la discussion faite ci-dessus (47), on arrive aux

conséquences suivantes :

i*^. Soit une équation du. second degré, dont les ra-

cines sont de signes contraires

,

Si l'on développe, en fractions continues^ la racine

positive x' et la racine négative — x" changée de signe :

La partie périodique de x' sera l'inverse de la partie

périodique de x"\

Les deuxfractions continues sont périodiques simples^

excepté quand x" est ^ i , auquel cas x' a un seul terme

non périodique.

i'\ Si Véquation du second degré a ses racines posi-

tives^ ces deux racines se développent suivant deux

fractions périodiques mixtes, dans lesquelles les parties

périodiques sont inverses Fune de l'autre.

Ajoutons, pour que cet énoncé ne puisse pas être en

défaut :

1°. Qu'une fraction périodique simple
,
plus petite que

l'unité, est nécessairement de la forme

x" = o, (w, «, /?, 7,..., s, t);

2". Que pour avoir, dans x' et dans x'\ des périodes

inverses l'une de l'autre, il pourra être nécessaire de

comprendre dans les parties non périodiques, plusieurs

termes périodiques.

Ainsi , dans l'exemple du n" 50, nous avons trouvé

r' = (3, 5, 3, I, I, lo, I, i)

et

.r"=ro, i, I, lo, I, I, 3, 5, 3V

nu. iL- Mitthénuit., t. Mil. (Mai 18^9.) 1.5
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Dans ]< u° S2, les valeurs des deux racines étaient

.r'=3, 3, I, I, (i, I, a), ^"=3, 5 (i, 2, i),

("t les périodes n'étaient pas invei'ses^ mais elles le sont

devenues quand nous avons eu écrit

x" = 3, 5, 1, (2, I, i),

54. La racine carrée d'un nombre rationnel non

carré est exprimée par une fraction périodique mixte

ayant un seul terme à sa partie fion périodique.

Soit A le nombre, plus grand que Vunité, dont on

veut développer la racine carrée en fraction continue.

Cette racine est donnée par l'équation x^ — A = o , et le

théorème est compris dans celui qui précède.

Soit x'^ s/A=a^ (77i, 77, p^ (/, 7-), en supposant, pour

fixer les idées, que la période ait cinq termes. Représen-

tons par y la fraction périodique simple (777-, 77, p, q^ r) ;

nous aurons, d'après le n° 47,

— X = \ A = n — (') 7? i>, " > '";

OU

x" = — rt -h ;/, <7, p, n , m).

iMais x"^ x' = a
^

(777, ?7, /;, q, }•) 5 donc

— o -\- r = a , fj =2 m
, p = n^ nz=p, />i = f/, ?==:/, etc.

f .a relation — a-{-r=^a donne r= '2a^ c'est-à-dire que

,

dans le développement de y/A, le dernier terme île In

période est double du terme non périodique.

Les autres égalités nous apprennent q^\ en faisant abs-

traction du dernier ternie 1 a, la période de y A est

symétrique.

Par exemple,

v'^ = 4, (', 8); v^p = 8, (i, 1, 5, 5, t, ., i6i.

55. Avant de passer à dauties propriétés, cherchons
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le moyen de transformer unefraction continue, à termes

positifs et négatifs, en une autre dont tous les termes

soient positifs.
•

Soit, à cet edot, la fraction continue x = a ,

c

dans laquelle a^b^c ne sont pas inférieurs à l'unité. Cette

fraction est comprise entre a — i et a ; donc on peut

écrire x = a— i-\ En identifiant , on trouve

1, + '-

c

b — I H h — i -\

Done;

( 1 8 ' a = « — j

4 + ^

h — I H
c

Si /^ = I , on a simplement

I I= « — I H
I

c

56. Coimrne application
,
prenons

3 ^
5

1

b^

i?>.
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Nous obtiendrons successivement

I I

X = o -h
I

I +
'+r=^

5- ...'

et enfin

.r = o, I, I, 2, I, 3, 4» i> 5, 6, T, 7, 8, 1,....

57. Revenons à l'équation (17)

,

n„x'' — 2b^x -h fi, = o;

et supposons qu'ayant réduit Tune des racines en frac-

tion continue, on veuille conclure de ce développement

celui de la seconde racine.

Soit donc, pour fixer les idées,

x' = a, b, c, d, e, [m, n
, y;, q).

Représentons par y' la valeur de la fraction périodique

simple {m, », p, q)-^ d'où x' = a, b^ c, r/, e,y'.

Il est clair, d'après le n° 43, cjue pour obtenir la se-

conde racine x" de l'équation (17),' il suflira de remplacer

y'^ dans l'expression de x', par la racine négative de l'é-

quation y=^m, n, p, q^ y. Or cette racine négative —y"

a pour développement — [o, (</, p. ?i, /?/)] (4-7). Consé-

quemment, en posant z = [q, /j, /?, m) ,

x" = n , h, c, (l , c — z.

Il V a maintenant , à cause de e diflérent de q^ deux cas

à distinguer :

1°. e^q. Alors la fraction

I

e — z z= c — (1

I
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ou, par la loimuli' (
i8)

,

e — z =z e — q — i -\

I _j _

I

n -r- . . ,

puis

x" = a, h, c, fi, 6- — 7 — I, I, /> — I, //, ///, y, p).

2". e <^</. Dans ce cas ,

I I I

/ H := d = r/— IH

e H r +
fj—e— l-h-—

el, conséquemment

,

x" = a, b, c, d — I, I, q — c — I, [p, q, n, m).

Les mêmes considérations s'étendraient à l'éqxiation ( 1 6)

.

Ou li'ouvera les formules générales, soit dans le Mémoire

de M. Ramus [Journal de Crelle, tome XX) , soit dans

celui de M. Lebesgue [Journal de Liouville, tome \ ).

58. Applications. Soit l'équation

62 x"- — 4oo ^ + 645 = o.

iSous avons trouvé ci-dessus, pour la première racine,

.r'=: 3, 3, I, I, (l, 1, 2).

Le développement de la seconde racine sera donc

.r"= 3, 3, o, I, o, (i, I, 2).

Pour simplifier ce développement, observons qu une IVac

lion telle que a H = a -|- è H Par consé-

*+!

quent

,

j;"=3, 3, o, 2, (i, 2, i)=3, 5, I, 2, 1 ;

co qui est exact
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Soit encore .r'= 2, ^, 3, 4, 5, (3, 2, '2, 2). INous au-

rons, d'après la formule ci-dessus,

.r"=2, 3, 3, 4 5 2j I» I, (2, 3, 2, 2).

Et , en efl'et , si l'on remonte aux valeurs de ces deux frac-

tions continues , on trouve qu'elles sont racines de l'é-

quation

490 137 X' 2 256768.1- + 2697 744 = O.

D'ailleurs, cette équation étant résolue donne

_ I 1 28384 ±v^52b~
490137

59. Pour terminer ce paragraphe, résolvons les équa-»

lions du second degré auxquelles on est conduit lorsqu'on

cherche la valeur d'une fraction continue périodique.

D'abord, l'équation (10) : Q'j^ -+- {P'~ Q)j_ P = o

donne

(P'-Q)±:V^(F-Q)^-f-4PQ'
J = 2Q'

Mais PQ'— P'Q = d= 1 5 donc

^ ~ 2 Q'

Plus généralement, soit l'équation (i3)

q'{T>'x—D)—{V'—q) (D'x-D) (E'a:—E)—P(E'.r— E)'=ro,

ou

[Q' ly — ( f>'— Qj D' E' — PD' ] jf'

— [2(0'DD' — PEE') — fP' — Q) (DE' + D'E)J.r

_1_0'D^— (P' — 0)DE — PE^=r o.

Elle donne

_ 2(Q'DD' — PEF/ ) ^ yP' — Q) [DE' + D'E) ±: yL
"^^

2 [Q' D'^ — PE' ' — f P' — Q D' E'
1

'
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«n repiésenlanl par L la fonclion

[2(Q'DD' — PEE') — (P' — Q) (DE'+D'E)]^

— 4[Q'D'^— PE''— (P'—Q)D'E'][Q'D—PE— (P'— Q)DE]

F.ii développant celte fonction , et ayant égard aux rela-

tions PQ' — P'Q = d= I , DE' — D'E = ± I , on trouve

qu'elle se réduit à (P'— Q)' ± 4-

11 suit de là que si l'on cherche la valeur d'une fraction

continue périodique, le radical contenu dans cette valeur

est de la forme sjir' ± 4i laquelle, si u est pair, se réduil

à 2 \lu''^ ± I . Par suite , d'après le théorème de Lagrange
,

Tirrationnelle V^A, dans laquelle A est un nombre entier,

ne doit diflerer que par un facteur commensurable X de

l'irrationnelle sju^± 4- En d'autres termes, on peut tou-

jours satisfaire à l'équation AX" = iâ± ^.

Cette remarque est utile dans l'analyse indéterminée

du second degré.

IX. — Sur le rapport de la circonférence au diamètre.

60. La formule de Brouncker, démontrée ci-dessus,

ne peut pas servir à calculer des valeurs approchées du

rapport de la circonférence au diamètre, parce qu'elle

est fort peu convergente. On peut, ainsi que nous le fé-

lons voir plus tard, développer ce rapport suivant des

fractions continues plus convergentes que celle de Broun-

cker^ mais on ne connaît pas de méthode directe qui

permette de le développer en une fraction continue ayant

ses termes entiers

.

Pour suppléer à la connaissance de cette méthode, ob-

servons que le rappoit dont il s'agit est compris entre

3, i4 I 592653 5<Sc)7<)?» et 3,141592653589794,
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c est-à-dire eiitie les deux fractions

3 1 4 1 592 653 589 793 3 1 4 1 592 653 589 794
I 000 000 000 000 000 I 000 000 000 000 000

Si donc on réduit ces deux quantités en fractions conti-

nues, les termes communs aux deux développements

appartiendront au développement cherclié : c'est là une

proposition qu'il est très-aisé de démontrer.

Cela posé, on trouve

3 1 4 1 592 653 589 793

I 000 000 000 000 000

= 3, 7, i5, 1, 292, I, I, I, 2, I, 3, I, i5,. . . ;

3i4i 592653589794
I 000 000 000 000 000

= 3, 7, i5, I, 292, I, I, 1,2, 1,3, I, i4,

Conséquemment

,

7r=: 3, 7, l5, I, 292, 1, I, I, 2, I, 3, I,. . . .

On aurait obtenu un plus grand nombre de termes si l'on

avait pris un plus grand nombre de décimales dans la

valeur de n.

61 . Formons actuellement les réduites de la fraction

continue qui vient d être écrite, et nous obtiendrons les

valeurs suivantes, c[ui approchent de plus en plus du

nombre tt, alternativement par défaut et par excès :

3 22 333 355 103993 104348

I 7 106 ii3 33io2 332i5

208 341 312689 833719

66317 ' 99^32 265381

La première réduite est fort peu approchée.

J.a deuxième, — •> est égale au rapport rV^rchimèdc;
7

elle est approchée à moins de y- = -7--
11

7 . lob 742
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La troisième réduite donne le rapport de Jiiuard.

La quatrième est égale au rapport trouvé par Adrien
Métius. Ce rapport, qui n'est guère plus compliqué que
celui de Rivard , est beaucoup plus approché , car il dif-

fère de t: dune quantité comprise entre

et
ii3.33io2 I i3(33io2 -h 1 13)

c'est-à-dire entre

I

et
3740526 3753295'

Si , à Laide des réduites principales que nous venons

de calculer, on formait les réduites intermédiaires, on

obtiendrait d'autres expressions approchées du rapport de

la circonférence au diamètre.

62. Reprenons la fraction continue

•:r = 3, 7, i5, I, 292, I, r, 1,2, 1,3, I,. . . .

Si nous voulons la rendre plus convergente, transfor-

mons-la en une autre qui ne renferme plus de termes

égaux à l'unité. C est à quoi nous parviendrons au moyen

de la formule (18). Cette formule donne , en effet

,

i5 H =16
I

293-+-
1

-^
I

Elle donne ensuite

293 H = 294

2 +
1— i +-

1 2

2

= -94 :

3
3
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3 +

294

3

3 + —'-

ou encore

7T = 3 4-

7 +
16 -t-

— 294

4 +
03. Ayant développé t: en fraction continue, on peut,

à l'aide de la formule (8), développer ce même nombre

en série convergente. On trouve ainsi

3^'-
7 7

.

I 06 I 06

.

I

I

3

I I

Il 3. 33 102 33 102, 332 1 5 332 1 5. 663 17

I I

66317.99532 99532.265381

La série devient encore plus convergente si l'on prend

pour fraction continue celle qui vient d'être écrite. On
trouve alors, en ellet,

77 := O -{

7 7.113 1 i3. 3321

5

I

33215.99532 99532.364913
-h
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BIOGRAPHIE.

CiRODDE.

iNous avons à raconter une vie, sans incidents, courte,

mais bien remplie*, la vie d'un homme intègre, bon

époux, bon père, bon citoyen et excellent professeur.

Cirodde (Paul-Louis) est né le 18 décembre 1794 5 '»

Issoudun , seconde ville du Beny, et occupant une place

honorable dans les annales de .cette ancienne province.

Admis au lycée de lîourges , le jeune Cirodde fît des études

si brillantes, qu'à l'âge de dix-huit ans il fut nommé, par

M, de Fontanes , régent de mathématiques au collège de

Chàteauroux. \ oué désormais à l'enseignement, il partit

du premier échelon. Nous le trouvons, en i8i3, profes-

sant les classes de grammaire au collège de Sancerre; en

181 4, régent de mathématiques au collège de Saint-

Benoit-du-Saultz; de 1817 à 1818, maître d'études au

collège de Meaux; de i8i8 à 1820, maître d'études au

collège royal Louis-le-Grand; et de là, envoyé, par ar-

rêté de la Commission d'instruction publique , du 3 octo-

bre 1820, au collège de Dijon pour y professer les ma-
thématiques. Après quinze années d'exercices , Cirodde

entra dans la carrière littéraire par ses leçons d'arith-

métique, en i835, et continua depuis à publier ces Traités

élémentaires qui ont eu tant de succès , d'autant plus flat-

teurs qu'il y avait lutte entre des ouvrages analogues,

d'un mérite intrinsèque, et auxquels la position officielle

des auteurs donnait un cours forcé ^ c'est que Cirodde

possédait à un haut degré l'exégèse, sous forme catéché-

tique du professeur, et savait, en écrivant, éviter les deux

écueils du genre : le niais et le verbiage. Savoir ce qu'il
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laut dire est un talent rare
j
plus rare encore est le talent

de savoir ce qu'il ne faut pas dire. Presque tous ces Traités

ont eu plusieurs éditions et l'autorisation officielle. Ces
deux critériums sont loin d'être infaillibles. Les professeurs

à classes nombreuses trouvent toujours un débit assuré

pour leurs livres et de la facilité k multiplier les éditions.

Si, comme il est d'usage dans les académies, on publiait

les .rapports et les noms des rapporteurs, les autorisations

auraient une signification 5 comme il n'en est rien , ces

appréciations dégénèrent en simples formules , espèce de

certificat de bonne conduite attestant que Fauteur n'a pas

dévié du sillon tracé par la charrue universitaire. Voici

un fait plus significatif: Poisson , ce nom dit tout , appela

Cirodde dans la capitale , et le fi t nommer, le 29 mai 182^,

professeur au collège de Henri IV 5 là , il forma de nom-
breux élèves pour les diverses écoles , et prit bientôt rang

parmi les meilleurs professeurs de l'Académie de Paris.

Absorbé complètement par le devoir , tous ses instants

s'écoulaient à donner, à écrire, à publier des leçons. Re-

tiré dans son cabinet, vivant au milieu de ses théorèmes,

ses relations sociales n'avaient pas cette facilité, ce liant

que donnent la fréquentation du monde et la culture des

lettres [litterœ hwnaniores) . Toutefois, Cirodde n'était

pas du nombre de ces géomètres dont Voltaire dit, avec

raison
,
qu'en les faisant

Promethée oublia de leur donner un cœur.

11 est à ma connaissance que Cirodde aida avec généro-

sité et , ce qui est plus louable , avec délicatesse , un col-

lègue dans la peine
,
qui l'a précédé dans la tombe sans

pouvoir s'acquitter. Parvenu à une honorable aisance .

unique fruit des pénibles labeurs de renseignement,

jouissant d un bonheur domestique parfait, il pouvait

aspirer à ce genre de repos que Cicéron définit otiiini

iiini rlignitate. IvC sort en a décidé autrement. Les plus
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rhanceuses des probabilités sont cellos de la durée vitale :

échéance in déterrai néepour chacun , à court terme pour

tous. Les premiers symptômes du mal, précurseurs que

nous voulons i-arement reconnaître
, se déclarèrent à

Rome, dans un voyage d'agrément que Cirodde fît avec

toute sa famille, pendant les vacances de 1847. Après

une courte maladie de cinq jours , il a expiré le 24 jan-

vier 1849 î ^8^ ^^ cinquante-quatre ans , et ayant conservé

jusqu'au dernier moment toutes ses facultés intellectuelles

et toutes ses opinions philosophiques. Il laisse une veuve
,

sœur de M. ^ aillant, général de division du génie . et deux

fils, ses élèves, qu'il a fait entrer ensemble à lÉcole Po-

lytechnique, en 1843, et qui ont été admis ensemble,

en 1845, dans le corps des Ponts et Chaussées. Ils pro-

mettent de porter dignement un nom honorable : noblesse

oblige. Tm.

Oui'rages de Cirodde.

1°. Leçons d'Arithmétique • in-S" de 12 feuilles ~. Di-

jon, i835. ^ 3*" édition; Paris, 1839. — 4'' édition;

Palais, 1840. — 5*^ édition; Paris, i843. — 6" édition:

Paris, 1845. — 7
"^ édition

; Paris. 184''. — S*" édition;

Paris, 1847- [^ c>\r Nouvelles Annales.^

2". Théorie de VElimination entre deux équations

de degré quelconque entre deux incoruiues ^ in-4'' de

3 feuilles. Dijon, i835. (Par la division, méthode de

Bret.)

3*^. Leçons de Géométrie théorique et pratique ^ in-8"

de 24 feuilles. Dijon, i836.

4°. Abrégé dArithmétique j in- 18 de 3 feuilles. Di-

jon, 1840. — "i" édition. Dijon, 1842.

5''. Leçons de Géométrie , suivies de notions élémen-
taires de géométrie descriptive; in-8" de 28 feuilles. Paris.

i844- (ï-3 couverture porte 2'' édition.)
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6'\ Leçons d'Algèbre; in-8° de 36 feuilles. Paris,

i846.

'j^. Eléments de Trigonométrie rectiligne et sphé-

rique; in-S" de 6 feuilles. Paris, i847-

8°. Leçons de Géométrie analytique
,
précédées des

Eléments de la Trigonométrie sphérique et rectiligne

j

2^ édition. Paris, 1848. La i'^'^ édition est de i843^-

9°. Traité de Statique; manuscrit prêt pour l'impres-

sion.

10°. IVouvelles Annales rie Mathématiques , tomes I

et IV.

SOLITIO^ DE L\ OIESTIOX 201
(Voir p. 4i ) ;

Par m. HAREL (Jules),

Élève du lycée de Rouen.

Soient P, P' deux points appartenant respectivement

à deux ellipses homofocales , tels que les tangentes

qu'on mène CL ces courbes en P et en V se coupent à angle

droit; en désignant pari le point de leur intersection,

et par C le centre commun des ellipses, la droite CI di-

visera en pairies égales la distance PP' (Strebor).

Soient 2a et 2 Z> les deux axes de l'ellipse intérieure,

et 2 A et 2 H les axes de l'ellipse extérieure ; les équations

de ces deux ellipses, rapportées à leur centre commun et

à leurs axes , seront

Soient x' et y' les coordonnées de P, x" et j" celles

de P'; l'équation de la tangente en P est

b'a:' b'
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r(V|aalioii de la tanj^cntr cii P' csl

B'x" B'

les coordonnées du point d'intersection I sont

a'B'r'x" — A'h'xy"''

__ b'-B'[a^x' — x'k')

rt- B-y' x" — A^ //- x'y "
'

donc Téquation de la droite CT est

_ b'B''{a-x" — x'A?)

^ ~ a'X'{B-r'—b'y")^'

11 faut faire voir que cette équation est satisfaite pour

les coordonnées du point milieu de PP', coordonnées qui

y' + y'
__^

X'

Ton a

sont ^-^ et ; c'est-à-dire il faut montrer que
2 2

V-
' -^ y" b'BU a' x" — x' A^ ^ fx'

2 n-A-{B\Y' — b-y"

ou

A'B-{rty^ 4- b'x'^) 4- A2rt-(B=— b')y'y"
— a-" b-- (B- j:"' -\- A?y '") -h B- b' {a'— A')x'x".

Or (x', 1 ') étant sur la première ellipse, on a

(.r", } ") étant sur la seconde ellipse, on a

A-J"'^-B^r"'= A'B^

11 suffit donc de démontrer que

— a'A'y'y" {b' — B^) = b'BKv' x" {a' — A'^).

Or, les tangentes étant perpendiculaires, on a

fr-A'y"y' =z — iy'B-.r'x";
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les deux ellipses élant homofocales , on a aussi

b-- — B^ = a- — A^

La relation ci-dessus est justifiée; donc le théorème est

démontré.

Nota. Le lieu géométrique du point I est un cercle

concentrique aux ellipses, ce cercle est touché au point I

par le cercle décint sur PP' comme diamètre {voir tome \'

,

page i'?-']) \ donc le rayon CI passe par le milieu de PP'.

BIBLIOGRAPHIE

Traité élémentaire de navigation à l'usage des officiers

de la marine militaire et de la marine du commerce;

par V. Caillet, examinateur de la marine
^
membre de

la Légion d'honneur.

Cours de l'école navale, première année d'études ; t. P*",

texte. Brest, 1848. Grand in-8" de 277 pages, i3 pi.

lith.
;
par f. Caillet, professeur d'hydrographie de

première classe , chevalier de la Légion d'honneur,

chargé à l'Ecole navale de l'enseignement de l'astro-

nomie, de la navigation et de la géodésie appliquée à la

marine; t. 11, Tables. Brest, 1846, grand in-8" de

217 pages.

Le premier Traité de navigation, vraiment didactique,

est celui de Georges Fournier, jésuite de Caen. Son ou-

vrage , très-longtemps classique et qu'on consulterait en-

core avec fruit, est devenu extrêmement rare; il porte

(•) Tous les ouvrages annoncés dans les Nouvelles Annales de Mathé-

matiques se trouvent chez M. Bachelier, libraire , quai ries Aiif;nstins ,

n» .k').
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jK)Ui' litre : Hydrographie contciuiiit la théorie et la

pratique de toutes les parties de la nn^igatioii. Paris,

1643 et 16675 2*" édition, in-folio.

De nos jours, un homonyme, M. Fournier (C.-F.),

naguère (examinateur de la marine, a composé aussi un
Traité de navigation , adopté pour les Ecoles d'hydro-

graphie, et qui est parvenu, en i845, à la 4^ édition.

L'auteur, ayant navigué lui-même , a résolu avec talent

les problèmes pratiques. Mais, dès 1808, le savant Du
Bourguct exposa, d'une manière à peu près complète,

les applications des théories astronomiques à la naviga-

tion-, destinées à la marine militaire et à la marine mar-

chande, l'auteur a dû renvoyer aux notes la partie supé-

rieure aux éléments.

M. Caillet a suivi une marche diftérente. Les cinq pre-

miers chapitres, consacrés à 1 astronomie proprement

dite, donnent au navigateur une parfaite connaissance

de la voûte céleste et des lois qui régissent les mouvements
des astres . connaissance indispensable pour comprendre

la construction des éphémcrides {*). L'usage de ces éphé-

mérides [Connaissance des Temps) est expliqué , avec les

préliminaires nécessaires, dans le chapitre VL On y
trouve une méthode d'interpolation, en supposant con-

stante la troisième diflerence, ce qui est toujours suffisant

pour la pratique.

Il arrive souvent que plusieurs personnes observent

simultanément les mêmes distances angulaires ; M. Caillet

cherche (page 24) quelle erreur peut donner, dans les

hauteurs observées au même instant, une différence de

{*) Ces cinq chapitres, modèles de concision et d'exactitude, imprimes

à part, seraient très-utiles aux professeurs de cosmographie et d'astro-

nomie , dans les institutions universitaires. O. T.

\nn. df Mnthéinat., t. \'ill. (Juin 1849.; *4
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position des observateurs. La considération de deux angles

trièdres , l'un ayant son sommet au centre de la terre , et

l'autre au centre de l'astre, et ayant pour arête commune

la dislance des lieux des observateurs, fait voir très-sim-

plement que l'erreur ne peut aller à o",3 pour un écarte-

ment de lo mètres.

Après cette exposition claire et élémentaire des calculs

fondamentaux, l'auteur établit, dans les chapitres VII

et VIII, la théorie des lentilles et leurs diverses applica-

tions aux lunettes astronomiques ; examinant tous les cas

d'erreur que peut donner la construction des instruments,

il fait voir que , contrairement à l'opinion de Borda, con-

signée dans son Instruction sur le cercle à réflexion , il

n'est pas absolument nécessaire que le grand miroir de

l'insU'ument soit exactement placé au centre. Une Table

.

dont on connaît la formule , est d'un usage plus facile que

si la pratique seule en donnait l'enti^ée. Aussi l'auteur

explique avec soin les démonstrations des formules au

moyen desquelles on a construit les Tables nécessaires

pour tenir compte de l'imperfection des instruments, du

non-parallélisme des miroirs, etc.

Les trois chapitres suivants sont consacrés aux trois

coriections fondamentales que doivent subir les hauteurs

observées. Le chapitre IX traite de la dépression. On y

trouve la description de l'ingénieux dépressiomètre de

M. Daussy, et l'indication d'un mode d'observer plus

simple que celui qui est dû à M. Daussy. Les relations

entre la hauteur de l'oeil, la dépression et la distance

à l'horizon sont rigoureusement établies , et les exemples

de calcul facilitent l'emploi des formules. On connaît le

beau travail de M. Caillet sur les réfractions astrono-

miques , travail qui a été l'objet d'un Rapport irès-favo-

rable à l'Académie des Sciences. L'auteur, ayant fait

d'heureuses modifications à la formule de Laplace, a



calculé des Tables usuelles, inséiécs dans la Connais-

sance (les Temps de i85i (*).

Les Tables de correction relatives à rinfluonce thermo-

métrique et barométrique, au cas où les circonstances ne

permettent pas d employer les réfractions moyennes, sont

d'un usage très-commode. Le chapitre X donne l'expli-

cation et les applications de ces diverses Tables, ren-

fermées dans le tome IL

Le chapitre XI renferme tout ce qui concerne l'in-

fluence de la parallaxe: et la mesure des demi-diamètres

du soleil et de la lune fait la matière du chapitre XII.

Tout ce qui précède peut être considéré comme les pré-

liminaires; ce n'est qu'après l'exposition de ces théories,

que l'auteur aborde les applications à la navigation.

Un marin fait rarement une seule observation, surtout

pour les calculs d'angles horaires. Il s'agit donc de savoir

si la moyenne des hauteurs correspond exactement à la

moyenne des heures indiquées par le chronomètre. Cela

arrive exactement pour les astres dont lemouvement est

régulier, et encore pour ceux dont le mouvement peut

être considéré comme régulier dans l'intervalle des obser-

vations, si l'on choisit les instants favorables à l'obser-

vation.

L'auteur déduit élémentairement toutes les applications

de navigation de la formule générale

cos a = ces b cos r -i- sin 6 sin c ces A

,

méthode excellente, parce qu'elle est naturelle et qu'on

s'en sert constamment; et il faut se rappeler que cci

ouvrage est destiné aussi à des personnes qui souvent ne

commencent a étudier qu'à un âge où riiabilude du tra-

(*) Dans ces Tables, un signe placé sur la dernière décimale fait con-

naître si l'approximation est par excès ou par défaut; ce qui devrait être

adopte pour toute espèce de Tables approximatives. O. T.

14.
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vail est devenue assez difficile. Dès lors, il faut des mé-
thodes qui ne changent pas, et ne chargent pas trop la

mémoire. L'auteur, ne voulant éluder aucune difficulté,

par des calculs préparés, a mis le marin dans la position où

il se trouve à la mer, ayant à régler un chronomètre dont

il connaît la marche diurne et l'état absolu.

Les chapitres XV et X\.ï terminent la navigation, et

contiejinent les calculs de latitude par tous les moyens

applicables à la mer, et les calculs de longitude par les

distances lunaires et les chronomètres, ainsi que les cal-

culs des erreurs d'observation. Peut-être que, pour rendre

Touvrage complet, on n'aurait pas dû omettre le calcul

des longitudes par les éclipses des satellites de Jupiter;

il est vrai que ce calcul n'est guère possib}^ à la mer. La

fin de l'ouvrage est consacrée à la navigation par estime,

c'est-à-dire au moyen de la carte, du compas de route et

du loch. La théorie loxodromique , la construction des

cartes sont expliquées avec une extrême clarté, et com-

modément appliquées. On y donne aussi tous les moyens

de relèvements, importants dans la navigation si remplie

de dangers à l'approche des côtes.

L'entrée et la sortie des ports exigent la connaissance

des marées. L'auteur adopte les formules de Laplacc,

perfectionnées par M. Chazallon.

L'ouvrage est terminé par une instruction sur la dis-

position et l'usage des Tables du second volume.

Ce second volume, publié avant le premier, renferme

cinquante-quatre Tables 5 toutes sont nécessaires au navi-

gateur, plusieurs sont entièrement nouvelles, et le plus

grand nombre d'entre elles est utile à tous les calculateurs,

géomètres et physiciens. L'arrangement des nombres en

lignes et en colonnes, la netteté des chiffres, enfin toute

l'exécution typographique ne laissent rien à désirer. Sous

un format commode, ce volume prendra place non-seu-
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leinenl dans It-s Mbliolliènues clt-s caliulaleiirs par ëtat

,

mais encore clans celles île tous les hommes instruits qui

veulent être initiés aux moyens de calculer les grands

phénomènes de la nature.

La spécialité des Nouvelles Annales ne nous permet

pas, à notre grand regret, de nous livrer à de plus grands

développements. Nous nous bornerons à dire que l'ou-

vrage de M. CailK't est le premier du genre qui soit à la

hauteur de Télat actuel des sciences physiques, techno-

logiques et ruathématiques.

TERQUE.M ; Pail\ professeur d'hydrographie à Duukerque.

^ota. Ceux qui aiment la patrie d'un amour intelli-

gent, doivent s'affliger de voir que le pays des Cassini

,

des Lacaille, des Lalande est le seul aujourd'hui où la

science céleste n'a pas d'organe spécial. Les corps savants

des Mines, des Ponts et Chaussées font paraître chacun

des Annales qui enregistrent les mouvements de l'esprit

humain dans ces directions. Pourquoi notre Observatoire

national, cette pépinière d hommes d élite, n'en fait-il pas

autant? Quel immense succès n'obtiendrait pas un i-e-

cueil périodique d'astronomie , publié sous les auspices et

avec le concours de lilluslre directeur, fondateur des

Comptes rendus académiques? Ce serait un nouveau

service, un nouveau fleuron ajouté à une couronne si

riche. Les services rendus à la science sont les seuls qui

échappent aux tergiversations des hommes, à la versa-

tilité des opinions, et qui n'ont à craindre ni l'oubli, ni

1 ingratitude. Et quelle science! Rien de plus sublime,

dit Kant, que le ciel étoile au-dessus de nous , et le sen-

timent du devoir au dedans de nous

Tm
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THÉORÈME SIR LES CONIQUES IIOMOFOCALES

(Voir p. 234 ).

i . Lemme. Le carré de la distance du centre d'une

ellipse à une tangente , diminué du carré de la distance

du même centre à une parallèle à cette tangente , menée
par un foyer, est égal au carré du demi-petit axe.

2. Théorème. Le lieu géométrique du sommet d'un

angle droit circonscrit à deux ellipses homofocales est un
cercle concentrique aux ellipses.

Démonstration. Soient O le centre et F un foyer com-
mun, P la projection de O sur une tangente à la première

ellipse, et P' la projection de O sur une droite tangente

à la seconde ellipse et perpendiculaire à la première tan-

gente ; et soient Q et Q' les projections du foyer F sur OP
etOP'. D'après le lemme, on a, en appelant b et b' les

demi-petits axes

,

OP'— Oq'= b\ ÔP'' — ÔQ'' = b'\

Ces deux relations donnent

Op' -f- ÔF" — (Ôq' + ÔQ''
) z= b'-h b'\

Mais OQ -h OQ' = OF. = c^ ; donc

Ôp'h- 0^'= b'-\- b'^+ c';

donc l'intersection des deux tangentes est sur une cir-

conférence ayant pour centre celui des ellipses, et pour

rayon la racine carrée de Z»^ H- b'^ -+- c^. C.Q.F.D.

Observ'ation. Le théorème est de M. Chasles , et il en

a donné cette belle démonstration dans le cours de géo-

métrie supéiieui^e qu'il fait à la Sorbonne; cours qui

serait fréquenté avec empressement à Londres, à Dublin..

à Berlin, à Konigsbérg, à Gottingue, et, en général,

dans les grandes cités où les sciences mathématiques sont

cultivées pour elles-mêmes.



(
2«r>

)

NOTE SIR im PROPRIÉTÉ DES NOMBRES CIBIQUES

(Voir t. V, p. 640) ;

Par m, Alphonse de POLIGNAC,
Elève de riiistitutiuii Sainte-Barbe.

i . Théorème. La difîerencc des cubes de deux nombres

consécutifs est égale à la somme de quatre carrés, dont

trois sont égaux.

Démonstration. On a les deux identités

(2« -hiY—{2ny={3n + 0^4- 3«-,

(2«)3— (2«— l)3= (3rt — i)=H-3«-.

' 2, Lemme. Le produit de deux facteurs quadratiques

,

est de la même forme quadraticpie.

Démonstration

.

x'' -+ nif- = [x -\- Y y/— w) (x — y \/
— m) ,

t^ -+- mu'= [t -\- a y— m) (f — a y— m)
,

{x -\- j Sj— m) {t -h II V— m) = tx— inuy + y— '" («-^^ + 0") >

'\x — y y— m) \t— u y— ni) = tx — muj — y— m [ux + ty)
;

donc

[x^ + niy'^) [f- + niiO) = (tx — muy)- + m [ux -\- tyy.

C. Q. F. D.

3. Théorème. Lorsque tous les facteurs d'un produit

sont les différences des cubes de deux nombres consécutifs,

le produit est égal à quatre carrés , dont trois sont égaux.

Démonstration. C'est une conséquence immédiate du

lemme précédent.
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OIJESTIONS D EXAMEN SUR LE POLE ET LA POLAIRE DANS

LE CERCLE
( Voir t. V, p. 70'. : question U).

1 . Problème. Etant donnés un cercle et un point pris

dans Vintérieur du cercle ; trouver sur la polaire un point

tel, qu'en menant par ce point et le pôle une sécante, le

segmeTit moyen divisé par le segment extérieur soit égal

à une quantité donnée.

Solution. Notation. O le centre du cercle, P le poini

donné, D le point de rencontre de OP avec la polaire

de P, M le point cherché sur la polaire, INIINPQ la sécante

menée par M et P, N première intersection et Q seconde

intersection de la sécante avec le cercle, p le rapport

donné des segments , OD = a , /= rayon , DM = rj

.

PN PQ
On a —- =ip = -—

- , car P est le pôle de DM : doncNM '^ MQ ^ '

Pn' PN . PQ— =p'.

Oi

donc

^' NM.MQ

PJV . PQ := —^^
» puissance du point P (*) ^

jVM.MQ = JT, -h «' — /", puissance du point M ;

/•^ [à' — r^) = «'/>- {x\ -\- a-— A-').

De là on déduit la valeur de r,.

2. Problème. Mêmes données : Trouver sur la polaire

deux points tels, quen menant par chacun et le pôle

(*) Si, par un point pris dans le plan, on mène une corde, le produit

constant des segments, additifs ou soustractifs, se nomme la puissance de

re point; dénomination commode introduite par le célèbre M. Steiner.
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une sécante, et divisant Iv segment moyen par le seg-

ment extérieur, la somme des carrés des quotients soif

égale à une quantité donnée.

Solution. M' étant le second point, désignons la dis-

tance DM' par 0^2 et la quantité donnée par A : le carré du

premier quotient sera 7^^ ri et celui du second^ ^ n-[x\ 4- a- — /•')

; donc
«'(jTj -t- fl" — r

r-[à'— r' = A,
a' \x; H- a'

d'où
a'Ax] jCj + [a- — r'') {a^ A — r'') [x] + x;)

H- (rt- — r^y- (rt^A — 2 r-) — o.

Telle est la relation qui doit exister entre Xi et x-i, pour

que les points M et M' répondent à la question 5 en consi-

dérant Xi et x-i comme les coordonnées d'une courbe, on

voit que cette ligne est du quatrième degré et facile à dis-

cuter en coordonnées polaires.

Corollaire. Si A = — 5 il vient Xi x.^ ^= a^— 7-, ce qui

fournit cette construction : Menez du point D la tan-

gente DR au cercle, prolongez RD d ime quantité DR'

égale à elle-même, faites passer un cercle par R et R', la

polaire rencontre le cercle en deux points M et M' qui

remplissent les conditions voulues.

Faisant MPD = «i, M, PD= a^ , on a

«2 ,.:.>
rt-

/•

.r, = tanij; a, , x- = tang a.
;

a a

donc
a'

tang a, tang a, = — = sin- ROD :

c est la solution de la question d'examen (z'o// l'endroit

ci-dessus cité).
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3. Si , au lieu de prendre —-> on prend —— , on ob-

lient la relation

NOTE SLR LE THÉORÈME DU CYLINDRE ET DU CONE

CIRCONSCRITS A UNE SPHÈRE;

Par m. TILLOL,

Professeur à Castres.

Ainsi que l'a fait remarquer M, Coupy, le théorème

(tome VII, page 4^8) n'est pas nouveau. 11 avait déjà

trouvé place dans le Traité de géométrie de M. Vincent,

pages 5o2-529 -, depuis lors, il a paru dans quelques autres

ouvrages.

Le théorème peut être de Viète (*) : je n'ai pu le vérifier,

n'ayant pas à ma disposition les ouvrages de ce géomètre ;

mais ce qu'il y a de positif, cest que, il y a plus de cent

ans, il avait trouvé place dans l'enseignement.

Jusqu'ici, je croyais le théoi'ème d'André Tacquet. On
lit, en effet, dans ses Eléments d'Euclide, imprimés à

Rome en 1745 :

Coniis œquilateriissphœrœ circumscriptus , et cjlindrua

rectus sphœrœ similiter circuinscriptus , et ipsa sphœra

eaindein proportionem coiitinuanl , nimirum sesqui-

alteram^ tain quoad soliditatein , quant quoad super-

ficiem totam.

. . . Quai'c hœc tria corpora, cofiiiSj cjîindruSj, sphœra,

sunt inter se ut hi numeri, 9 , 6,4-

Ce théorème est rappelé plusieurs fois dans l'ouvrage

,

C) Vérification faite, il n'est pas dans les œuvres de Viète.
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(!l avec une lelle complaisance, que j'avais supposé que

le père jésuile en était l'inventeur. Voici ce qu'il dit dans

sa préface :

Eximiam illius (Archimède) de cyliiidro ac sphœra

doctrinam tredeciin proposilioiùhus adjectis anipliavi,

quibus inter cœtera deinonstro sesquialteram propor-

tioiiem ah eo in cylindro sphœraque repertam, ah œqui-

latero cono eidem sphœrce circuinscripto , tain in solidi-

iate , quant in superficie continuari.

SUR L'EQUATION DU TROISIEME DEGRE;

Par m. LEBESGUE.

Si l'on prend l'équation

ax^ + 3 bx'' -\-Zcx-\~ d=. o

,

les trois déterminants

ac — ^-, ad— bcy bd— c-, ou A, 2B, C,

se présenteront dans la résolution de l'équation. J'énon-

cerai ici les propositions suivantes :

1°. Si A = B= C = o, la raeine est triple et égale

b

2". Si AC— B" = o, il y a une racine double

la racine simple est

x' = x" = ~^.
A

3". Si A =: o ou si C = o, l'cqualion se réduit à uur

é(jualion à deux termes
;
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4". Si l'on pose

Ax- H- 2B> -f C— o,

et que A', 1" soient les deux valeurs de À , on aura , en ap-

pelant X une raeîne cubique imaginaire de l'unité,

ax' -h b = VA {al' -\- b) -{- \/A {al" -H b) ,

ax" -i- h —a y/A {al' +-.b) + a-
\JA {al"+ b) ,

nx"'-\- b = rx' y/A {aV -\- b) + c/. sjk [a l" + b).

Pour parvenir à ce résultat, on change x en y H- A , < »

qui donne une équation de la forme

a' y' + 3 b' y- -\-^c'y -\- d' =: o.

La condition a' c'- = Z»'"', revient à «c zz= //^ Ainsi elle

ne peut être généralement satisfaite. La condition

h' d'— c'- = o levient à l'équation AX'- -f- > BA + C ;=: o.

Ayant déterminé X
, on auraj^ par.le moyen d'une équation

à deux termes, où l'inconnue est d' . —f- <• .

Les réductions sont assez longues et la solution précé-

dente n'a d'autre avantage que la symétrie. On voit qu'il

est toujours inutile de faire disparaître le second terme,

et de réduii'e le premier coefficient à l'unité; ce qui.

selon M. Eisenstein, est même nuisible [voir p. i lo).

QIËSTIONS D EXAMEN D ADMISSION A L ÉCOLE

POLVTECHNIQIE El\ 1848.

1. Étant donné un rectangle, déterminer une ligne

telle, que, si on la prend pour unité linéaire et son carre

pour unité de surface , le nombre qui exprime la surface

du rectangle soit égal au nombre qui en exprime le péri-

mètre.



"2. Dans tout s^'.slèiiu' dv numcralioii , les cairés ik's

iioiuhrc's à égale dislaiKH' de o et de la base sont terminés

par le même chilîre : donc il n'existe pas de système de

tmmération dans lequel les carrés des nombres puissent

être terminés par tous les chiffres du système.

3. On donne sur une circonférence deux points fixes

A et B, et un arc PQ de longueur constante, mais dont

les extrémités P, Q se déplacent sur la circonférence;

trouver le lieu des rencontres des droites AP et BQ (évi-

demment deux cercles
5
preuve par l'analyse).

4-. Calculer le volume du tétraèdre régulier en fonction

de son arête. Calculer son angle dièdre. Pourc[uoi est-il

indépendant de l'arête? ( /'o//- Merlieux, t. I, p. 471.)

5. Deux quadrilatères sont semblables quand ils ont

un angle égal et les côtés proportionnels. Déterminer la

surface d'un quadrilatère en fonction d'un angle et de ses

côtés [voir t. VII, p. 348)-

6. On donne un point et une droite, trouver le lieu

des centies des cercles passant par le point donné et inter-

ceptant sur la droite une corde de longueur donnée.

7. On peut réduire le système de plusieurs forces à

devix , de plusieurs manières. Si l'on se donne la direction

de l'une des deux , le problème est-il encore indéterminé,

est-il toujours possible? (Même question, en donnant

Taxe du couple résultant.
)

8. Ré.soudre sinx . su\[x -\- a) = k. Quelle i-elation

existe-t-il entre deux racines de cette équation?

9. Construire xj^—jx- = 1 (trois asymptotes et un

diamètre passant par l'origine).

iO. Toute courbe algébrique qui a un diamètre et une

asymptote a une autre asymptote [7>oïr ^annson, t. II,

p.^398).



4i . y = — X +- \Jx^ -\-x. Délermiiîer les asymptotes
,

le coefficient angulaire de la tangente; la courbe a-t-ellc^

un centre? (Asymptote unique.)

12. Peut-on abaisser le degré de f{x) = o, quand on

sait que le rapport de deux racines est égal au produit de

deux autres ?

13. On a un angle droit YOX, une droite AB et une

parabole dont l'axe est parallèle à OY, et dont la conca-

vité est tournée vers le bas. Un mobile de masse m se

meut d'un mouvement uniforme sur AB, un autre de

masse m' se meut sur la parabole , de manière que sa pro-

jection sur Taxe des x se meuve d'un mouvementuniforme
5

trouver le lieu des centres de gravité de ces deux mobiles.

Démontrer que sa projection sur l'axe des x a un mou-

vement uniforme [voir t. VII, p. 319).

14. Trouver dans l'hyperbole deux diamètres conju-

gués de moindre ditrérence.

15. Si deux pyramides triangulaires avaient un angle

trièdre symétrique, seraient-elles entre elles comme les

produits des trois arêtes de cet angle.''

16. On projette un point d'une hyperbole équilatère

sur les hypoténuses de triangles rectangles inscrits dans

cette hyperbole et ayant ce point pour sommet commun :

trouver le lieu des projections.

17. Si deux tinanglcs ABC, ahc donnent les rapports

égaux, ABC ! abc '.'. AB '. ab ','. AC ! ac , sont-ils sem-

blables "?

18. Calculer à 0,1 près x = V 17 -1- 2 y i5 [voir Guil-

min, t. I). Démontrer que, pour avoir à 0,1 près la ra-

cine d'une expression fractionnaire, il suffit d'extraire à

0,1 près la racine de la partie entière.
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19. Aux exlréiuités M, IN triiiic corde MN normale à

la parabole ou mène des tangentes MP, NP^ trouver le lien

des milieux de PM.

20. x^-{-px^-^qv-'r-r=o. Former Téquation ©(j')=o

dont les racines soient liées aux racines «, b^ c de la pre-

miere par Ja relation r = ,

^ '^ a -^ — c

3_

21 . Démontrer que -^ est incommensurable.

2 v/7 -h I

22. Construire p = i -\- sf-i. cos ( -
j
[iwir Rispal , t. II

,

p. 5n).

23. Connaissant les traces d'un plan sur deux plans

de projection, trouver sa trace sur un nouveau plan

vertical ?

S^. Chei'cher si la condition d inscriptibilité du pen-

tagone dépend seulement, comme celle du quadrilatère, de

la grandeur des angles. Trois des angles étant donnés,

peut-on déterminer les deux autres?

25. Deux mobiles se meuvent sur deux droites données,

l'un vers la droite, l'autre vers la gauclie; on densande le

lieu des intersections successives des droites qui les joi-

gnent ['Voir t. VI, p. 4oi)-

26. Un arc de section conique étant donné, trouver à

quelle courbe il appartient. .

27. Construire, avec la lègle et le compas , les angles x
et j déterminés par les équations

sin X tn

sinj

28. Trouver les diviseurs du troisième degré de la
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iurinc .r"* -f-/^a.* -H qx -h /' cruue équation du sixième de-

gré. L'équation à laquelle on arrive peut-elle s'abaisser?

[l^oi'r Durville. t. IV, p. SSp et 4^g)

29. Quelle serait l'expression de la surface d un fuseau

.

si l'on prenait le carré du rayon pour unité de surface?

30. Trouver le lieu des pôles de tous les cercles d'une

sphère passant par deux points fixes.

31. A est le sommet d'une parabole, P est un point de

son axe : une ellipse est-elle déterminée par la condition

d'avoir AP pour un de ses axes et d'avoir un double

contact avec la parabole; et si l'on donne le point de con-

tact R, le problème est-il possible et déterminé?

32. Si deux triangles sphériques ont les angles égaux

et les côtés proportionnels , ils doivent être sur des sphères

de rayons différents, et leurs surfaces sont entre elles

comme les carrés des côtés homologues.

33. Équation de la corde de contact des tangentes me-

nées du point (.r', y') à laconique

Ay' -H Bxf -+- Cx- H- D/ -j- Ex -l- F = o.

34. Peut-il exister dans le plan de deux courbes un

point qui ait la même corde de contact dans les deux

cercles ?

35. Plus covirte dislance de deux droites dont les pro-

jections horizontales sont parallèles.

36. à^j^-\-b^x^=^a^b- représente des ellipses où b

est variable ; d'un point a , c on mène des tangentes à

toutes ces ellipses, trouver le lieu de leurs points de

contact.

37. Si a, 6, y sont racines àej\x) =0, démontrer que

/"(a)/' (6) /'('/) . • ./'(M = /?-(«- e.^ (a -vr(ê-7)^ • ••

38. Calculer le logarithme de 2 à -- près, base 10

{voir Guilmin , t. \
, p. 4'?9)-
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M. Kieu des points tli' rencontre des droites ilivisaiii

un trapèze en parties égales. Le trouver géométriquement.

40. Trouver la somme des carrés des /? premiers nom-
bres naturels; son expression est toujours un nombre
entier.

il . Construire x'' + r^y = y'''i transformer en équa-

tion polaire.

42. Lieu des centres des ellipses tangentes à deux

droites données et ayant un foyer commun (une droite).

43. Construire avec la règle et le compas un carré équi-

valent à un décagone régulier donné . ou réciproquement.

44. Etant donné un quadrilatère, on en construit

un auti'e dont les côtés sont parallèles à ceux du premier

et équidistants ; quelle doit être cette distance pour que

le rapport des rectangles soit un nombre donné?

4o. Ramener l'équation de la parabole à la forme

s/x-{- \/r = n.

46. Quand un cercle coupe une conique en quatre

points , les bissectrices des angles des droites qui joignent

ces points deux à deux sont parallèles aux axes de la

«•ourbe.

47. Quand une courbe a deux diamètres, elle en a au

moins trois.

48. Si une équation^ (a:) = o a une racine commune
avec x^— lo =: o, f{x) est divisible par x^ — lo (^'o/r

Wantzel, t. IV, p. 57).

49. Deux courriers parcourent, avec des vitesses don-

nées, deux droites AB, A'B'; quand leur distance sera-

t-elle minimum [voir t. \I, p. 4o0^

50. Si le système métrique était perdu et qu'on vînt à

trouver dans une fouille un parallélipipède rectangle sur

Ann. de Mathémat. , t. VIll. (Juin 1849 )
I^
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lequel serait écrit poids, p hilogranimes, pourrait-on en

déduire la longueur du mètre et le système métrique?

Nota. Ces questions , calquées sur le programme, quoi-

que faites par des hommes d'un mérite incontestable,

reflètent l'état sénile de notre enseignement universitaire :

rien sur les transversales-, rien sur les rapports projectifs,

harmoniques, anharmoniques , involutifs; rien sur les

méthodes métamorphiques
,
polarité réciproque

,
perspec-

tives, horaologiques , homographiques , etc.; rien sur l'/zo-

mofocalité, désormais si utile en physique; rien sur le

calcul infinitésimal; une timide question sur les polaires

déguisées en cordes de contact. Conséquences déplorables

d'un programme suranné (*).

THÉORÈDIE SUR LES ELLIPSOÏDES HOMOFOCAVX.

1 . Soient les trois ellipsoïdes homofocaux

y'

.r,r, z étant un point commun aux trois surfaces.

l'on a

X,_
{a'-f- h) (a' + /•) ja' + /)

{a^— b') (a' — c»)

_ (^,^ H- h) (b' -t- ^) jb' -t- /)

•^' ~
{b^ — a') (6'— f

')

,_ (c^ + /0(c^ + /-)(c^-t-/)
^

{c' — a^) {c' — f) '

[") Notre meilleure Géométrie analytique , celle de MM. Briot et Bou-

quet, étant supérieure au fatal programme, obtient peu de succès.
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Cousitléranl clans ces trois équations coninie inconnues

linéaires, les quantités li-\-li-\-l\ hk -\- hl -\-M
-^
likl ^ on

obtient

/^ H- / + / = X- H-f -f- 3- — rt' — b' — c-,

hk H- lu -4- // = a'^b' + aW + b' c^" — (//-' + c-).r=

— («'-' H- ^')/ — («' + ^') 2%

/î/7 = a' b'c^ — b''c''v^ — a-c'^y- — a^b-z^.

(
Fnir t. VI, p. 129.)

DIVERS mm DOIVIVÉS A DES ELLIPSOÏDES, M ANGLETERRE.

1. Ellipsoïde momeiital. C'est l'ellipsoïde central de

M. Poinsot(*). Par un point fixe d'un solide, on mène
une droite quelconque. A partir du point, on porte sur

la droite une longueur proportionnelle à la racine carrée

de la niasse du solide divisée par le moment d'inertie par

rapport à la droite 5 le lieu de l'extrémité de la droite est

rellipsoïde momental.

2. Ellipsoïde d'inertie. Si l'on mène une sphère de

rayon= I et qui soit concentrique à l'ellipsoïde momental,

la polaire réciproque de cet ellipsoïde, prise par rapport à

la sphère, est l'ellipsoïde d'inertie 5 car le carré d'une

perpendiculaire abaissée du point fixe sur un plan tan-

gent à l'ellipsoïde d'inertie, et multipliée par la masse du
corps, est égal au moment d'inertie du corps pris par

rapport à cette perpendiculaire.

3. Ellipsoïde de giratioii. C'est le nom que prend

l'ellipsoïde d'inertie lorsque le point fixe est le centre de

gravité du corps 5 on le nomme aussi ellipsoïde central.

4. Surface d'inertie. C'est la podaire du centre de l'el-

(*) L'ellipsoïde central de M. Poinsot npparlienl à M. Cauchy {Exer-

cices, seconde année
, p. 9.5, iSa").

iJ .
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lipsoult' trinerlie, surface du qualiièmc ordre et la inènic

*ju(^ la surface d'élasticilé dans la ihéoiie des ondes.

JOllRMl DE M CRELIE, t. XXXII (1846)

; Voii t. VIII, IJ. 1H2 ;.

DEUXIEME CAHIER.

H. Des modules qui sont des puissances de nombres

premiers^ par le docteur Schônemann , à Brandebourg

sur la Havel. 93- i o5. (Continuation du Mémoire n° 22

du tome précédent, sur la Théorie des congruences

supérieures.
)

1 2. T^ariationum quas elementa motus perturbati plane-

tarum subeunt nova et facilis e\^olutio
y par le pro-

fesseur Aug.-Fer. MoBius, à Leipsig. 1 06-1 18 (i844)-

Exposition claire et presque élémentaire de la méthode

des perturbations spéciales; on considère les orbites

planétaires comme enveloppes d'ellipses variables, puis

on calcule les variations de ces ellipses. Cette méthode

a été trouvée par Euler [Mémoires de Saint-Péters-

bourg, 1768), et perfectionnée par Lagrange, Laplace,

Bessel, etc.

13. Sur quelques propriétés des déterminants gauches;

par M. A. Cayley , de Cambridge. 1 19-123 (en

français). L'auteur appelle déterminant gauche celui

où l'on a V,, =— ^c,, \
par exemple , dans ce système

,

I , a,— b

a, I, c, ?i,2=^— Àj,! 5 et ainsi des autres.

b,— c, 1

Par les propriétés de ces déterminants, on passe d'un

système de coordonnées rectangulaires à un autre, et il
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y a (If belles applicalioiis aux c'(jiialions du mouvomcnl

de rotation d'un solide.

II. Mémoire sur les (lifférenlcs iiuinières , el<\ (suite

du Mémoire n" 3, -l'o/r p. io3). i24-i63.

15. Dcmoiislnilioti dcda proposition que tout nombre non

penlagotial peut se décomposer autant dejois en un

nombre pair queti un îiombre impair de nombres

différents ^ par le professeur C.-G.-J. Jacobi , à Berlin.

164-175.

Euler a le premier donné la théorie de la partitioti des

nombres dans son Jntroductio in analysin. On trouve,

dans cet ouvrage, une induction sur les exposants pen-

lagonaux d'un certain développement , induction (pi'Euler

a démontrée plus tard rigoureusement. Celte démonstra-

tion est l'objet du Mémoire de M. Jacobi , sur lequel nous

reviendrons plus tard.

16. Extrait d'une Lettre adressée à M. Hermite, par

M. C.-G.-J. Jacobi, concernant les fonctions abélien-

nes, et une construction géométricjue y relative , insérée

dans le Journal de Mathématiques (août 1 845
) [

* ]

17. Propositions de géométrie^ par le professeur Steiref, .

182-184 (1845).

1". Toute ligne du troisième ordre contient vingt-sepi

points P tels, qu'en chacun d'eux elle peut être touchée

par une conique , suivant un contact du sixième ordre 5 de

ces vingt-sept points, neuf sont réels et dix-huit imaginai-

(
) Dans celle Leltre , on lil vers la fin: Dans la suite, si vous m'honores

de .vos communications, je n'aurai qu''à apprendre. Voilà comme parle

,

en 1845, un des plus grands analystes du siècle, à un jeune homme qui ;i

été admis en i8'|3, le soixante-cinquième à rÉcole Polytechnique. En 18^8 ,

M. Paul Seriet , lauréat, que nos lecteurs connaissent, ;i é\c déclara

^ncapahlr.
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res -, réqualion du vingt-septième degré
,
qui détermine ces

points, est toujours résoluble algébriquement. Dans ces

vingt-sept points, il y en a cent huit fois trois tracés sur

une même droite, et ces cent huit droites ont encore des

relations remarquables entre elles et entre d'autres points

et droites dépendant de la courbe. Ainsi, des neuf points

réels , il y en a neuf fois trois sur une même droite , et de

ces neuf droites, il y en a certaines trois qui se coupent

en un même point Q , et il y a en tout douze de ces

points Q.
2". Si, sur une courbe du troisième degré, on prend

deux points fixes P et Q, et un point arbitraire quel-

conque A :, la droite PA rencontre la courbe en un troi-

sième point B; la droite QB rencontre la courbe en un

troisième point C; la droite PC rencontre la courbe

en un quatrième point D, et ainsi de suite; on inscrit

ainsi dans la courbe une figure polygonale ABCDEF...,

dont les côtés passent alternativement par P et Q. Si la

ligure se ferme une fois, on aura un polygone d'un nom
bre 2/i de côtés , et, dans ce cas, la figure se fermera tou-

jours
,
quel que soit le point A que l'on choisisse; dans ce

même cas, PQ coupant la courbe en un troisième point R,

et si
,
par ce point R , Ton mène une tangente cà la courbe

qui la touche en S, alors aux points fixes P et S ou Q
et S correspond aussi un polygone fermé d'un nombre 4'^

d;; côtés.

'^". Dans toute ligne du troisième degré, à un point

fixe P, il correspond toujours un point Q pour lequel on

obtient un polygone fermé.

a. Quadrilalère . Les tangentes en P et Q doivent st-

rouper en un point I situé sur la courbe.

b. Hexagone . Si les tangentes en P et Q coupent la

roui'be en P, et Qi, les droites PQj et QPi doivent s<

couper en un point I sur la courbe.
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c. Décagone. Les langenles en P ei Q coupenl la

courbe en P, et Q, ; les droites PQi et QP, coupent la

courbe en P, et Q,; les droites PQ2 et QPj en P3 elQs ;

les droites PQ3 et QP3 doivent se couper en un point I

sur la couibe.

4". Lorsqu'une courbe du quatrième degré a deux

points doubles P et Q, en les prenant pour points fixes,

et faisant les mêmes constructions que ci-dessus (2"), si

le polygone se ferme une fois , il se fermera toujours

,

quel que soit le point A de départ.

(Ces théorèmes ont été insérés dans le Journal de

Mathématiques, tome XI, p. 468; 1846.)

Fac-sùnUc d'un manuscrit de W.-J.-G. Karsten (en

• allemand).

C est un abrégé de sa biographie, qu'il a remis à l'a-

cadémie électorale , en conformité d'un article de ses sta-

tuts. Il dit qu'il est né à Neu-Brandebourg , dans le duché

de Meklembourg-Strélilz, le i5 décembre ijSa, d'un

père pharmacien et d une mère fille de pharmacien. Ecri-

ture très-lisible. Il est mort le 17 avril 1787.

TROISliiME CAHIER.

18. Sur les changements de paramètres et d'arguments

dans les transcendantes abéliennes et les transcen-

dantes supérieuref; ^diV M.. C.-G.-J. Jacobi. 185-196.

Dans la collection des œuvres complètes d'Abel (Chris-

tiania, 1839), on trouve dans le tome II, sous les n°^ IX

et X, deux dissertations sur une propriété remarquable

d'une classe très-étendue de fonctions transcendantes:

M. Jacobi donne une nouvelle exposition de cette pro-

priété.
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i9. Sur quelques séries analogues à la série binoitûale j

par M. C.-G.-J. Jacobi. 197-204.

Belle généralisation de la série binomiale, dont nous

parlerons dans des études sur cette série.

20. Coïiversîon des séries en fractions continues ^ par

M, le docteur F. Heine
,

piofesseur particulier à

Bonn. 205-209.

M. Heine ramène les développements donnés par h

professeur Eisenstein (tome XXVHI) à celui d'Euler :

savoir :

A_B-t-C— D + E- Fetc. z=- B
I H — ACA-B-h^—

r

BD

21 . Sur la série

(7-i)(ry^-i)(7>'-,)(yV-^'-i)

par M. E. Heine, de Bonn. 210-212.

Conversion de cette formule en fraction continue ; en

faisant q= i^ on obtient la série liypergéométrique.

, f fxdx
22. Réduction de l inte^i'ule I

-;

—

'

à des

grales elliptiques ^ par M. le professeur Richelot, ;'i

Konigsberg. 213-21-9.

24. Sur une nouvelle méthode pour Vintégration des

équations différentielles hyperelliptiques , et sur la

Jorme rationnelle des équations intégrales complète-

ment algébriques; par M. C.-G. Jacobi, à Berlin.

220-226 (juillet 1846).

M. Jacobi donne le nom de hyperelliptique au système

inte-
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suivanl d é(|ualioiis :

<lx^ (Lv. (l.v,

f, djr, x-idxi

V/ X,
"^

y/ X.

.1-^ r/o,-, xj dx

+ . .
4-

V X, '

v' X,

v/x„
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l'iiiimorlel Bessel) , Lettre datée de Lilientlial, it)

mars i8o3; belle écriture (mort en 1816).

THEOREME SUR LES C0]\1QVES HOMOFOCALES

(Voir p. 214);

Par m. Jules HAREL,
Élève du lycée de Rouen,

Théorème. Le lieu décrit par le sommet d'un angle

droit circonscrit à deux coniques hornofocales, est un

cercle.

Démonstration. Conservons même notation que pour

le problème 201 [voir ^A^e 206) ^ les tangentes étant per-

pendiculaire l'une sur l'autre , on a
,
pour leurs équations,

y = nix dt sjà^ ni- + b' 1

m y rn^

l'élimination de m, entre ces deux équations, donnera

l'équation du lieu si l'on exprime que les deux ellipses

sont liomofocales.

Or, avec ces deux équations, on obtient

. r' + m' x''— 2 mxj = «^ m'' -\- h^,

w' >--' H- imxy -f- x- = A^ + WnP.

Ajoutons membre à membre, il vient

y-' [m' + \)-\- x-" [m-- + i) = A^ + ^- 4- m^ («^ + B')
,

et,

Donc l'équation ci-dessus peut être remplacée par
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d'où

équation d'un cercle dont le rayon est v A" -f- b^.

La propriété démontrée pour deux ellipses homofocales

est également vraie pour deux hyperboles qui se tiouvent

dans le même cas. Il suffit de remarquer que les calculs

sont absolument les mêmes en changeant b^ en — b~ et

H- en — B-, et le lieu du point de rencontre des tangentes

est un cercle de rayon \JA'^— b'K

On voit, en outre
,
que si les deux ellipses ou les deux

hyperboles se confondent, la propriété n'en subsiste

pas moins 5 et on retrouve alors les propriétés connues.

Dans le cas de deux paraboles homofocales , on trouve

que le lieu est une droite perpendiculaire à l'axe commun.

On pouvait prévoir ce résultat; car la parabole pouvant

être considérée comme cas limite de l'ellipse , et pour deux

ellipses homofocales le lieu du point d'intersection étant

un cercle , dans les deux paraboles homofocales le centre

sera situé à l'infini , c'est-à-dire le lieu se réduira à une

droite.

AINNO^CE

Complément des Eléments d'arithmétique
5
par M. E.

LioiiJict, professeur de mathématiques au lycée Des-

cartes. Paris, 1848; in-8° de 196 pages.

On rendra compte de cette instructive production où

1 on trouve une exposition claire de la théorie des ap-

(') Tous les ouvrages amioncës dans les Nouvelles Annales de Mathc-

niaiiqucs se trouvent chez M, Baihei.ier , libraire, quai des Augustins ,



proximalioiit. aiilhinéliques , cl qvii fait ressortir, parties

applications, l'utilité pratique de la division de Fourier

.

le tout à la portée des élèves.

QIESTIO^S

104. F (x) r= o est une équation algébrique dont louiet-

les racines sont réelles et inégales ^ démontrer qu'en éga-

lant à zéro la dérivée seconde de (F.r )~', on obtient une

é(juation dont toutes les ï-acines sont imaginaires.

(Catalaw.)

105. On peut réduire un système quelconque de forces

à trois forces dont deux forment un couple agissant dans

uu plan perpendiculaire à la troisième force \ on peut aussi

réduire le système à deux forces; la plus courte distance

de ces deux forces rencontre , à angle droit, la troisième

force de la première réduction. (Chasles.)

DE LA PLIS COIRTE DISrA^CE DE DEIX DROITES;

APPLICATION AIX SURFACES;

Par m. LEBESGUE. '

I . On prend ordinairement pour équations des deux

droites dont on cherche la plus courte distance

X = nz -h V- , y = bz -+- p ; x = a'z + a', y = b'z -|- 6';

le calcul perd sa symétrie et se trouve, en réalité, toui
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aussi luiit; iju«' si I on vùl pris les ^(jualions

. r — a )• —
J5

z — y

n h c

Menons, eu etlet, par l'origine une droite

3) — = •' — - •

a, b, r,
'

elle sera perpendiculaire aux droites (i), (2) si l'on a les

équations

<?, a -h b,l> -+- r, ( = o, rt, «' 4- /;, h' + r, c' =r o :

d'où

fj, b, c,

bc' — b' c en' — c' a ah' — a' b

et comme on peut remplacer dans (3) «,, ^,, c, par des

quantités proportionnelles, on fera

(4)
rtr, = bc' — b' c , b, zz= ca' — c' a , c, = ab' — a' b.

Pour avoir maintenant l'équation d'une parallèle à la

droite (3) et qui coupe les droites (i) et (2), on fera passer

1 1 • / \ 1 j • -^— ''' y — P' 3 — 7'
,,

parla droite (2 , et la droite = =

—

-—— = '-^ a'
1 ^ ' n, b, c,

r

qui coupe (2) et est parallèle à (3) , un plan

(5) A(.r _ a') + B( j - p') -f- C (3 - /) = o,

de sorte que A, B, C. , ou des quantités proportionnelles,

seront déterminées par les équations

Art'-+-B^/-!-Cc' = o, Aa, + B^, H- Ce, = o;

d'où Ton lire

k = b'c, — c'h,, B = c'<7, — ^V,, Ç. = n'h, — b'o,.
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Comiuf l'équalion (5) peut prenclro la lorme

A {x — a) -{- B{y - p) + C{z — y)

= A ^a' - a) H- B (^' — p) + C (7'- 7;

tu vertu des équations (i), Ton aura

X — u = pa, y — p = pb, z — y = pr;

de là
,
par Téquation précédente

,

_ A(a'— a) + B(j3'-p) + C(7' — 7)

(^) P
-^

Aa-^Bb + Ce

_ A (g^ - g) + B jp' - ^) -^ C (7' - v)
^""

a] -i- b] -\- c',

et, par suite,

(.j)
.r = a H- p« , f = p + pb, z — 7 + oc

pour les coordonnées du point de rencontre delà droite (1)

avec la droite perpendicidaire aux droites (i) et (2).

Si l'on faisait passer un plan

A, (a; - g) + B,
( j — p) 4- C, (3 — 7) = o

par la droite (1) et la droite

X— a jr — ^ 2 — 7

a, i, c,

on trouverait semblablement

A,= bc, — cbt, B, = £•«, — rtCi, C,^= ab, — bn,;

d'où

,_ A,(a-a^) + B,(p-p) + C,(7-7') '

^^^ P~ A,«'+B,6' + C,c'

A, (a' - g) + B, (|3' - P) + C (7' - 7)

et, par suite, pour les coordonnées x', y\ z' du point de

rencontre de la droite (2) avec la perpendicidaire com-
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luuiic aux (Iruilt's (ij vi (•.).)

(9) -r' = a' -H p'rt', y = p'-\-p'l/, z' = / -]-p'c'.

I.a plus courte dislance '] des deux droites sera donnée

par l'équation

rV = (a' — a + p'rt' — pay 4- (^' _ [5 + r/ b' — pby

+ (7' — 7 + P'c' — ?cY.

Or la substitution donne

«' — « 4- p'«'— p« = fl, [«, ;a' — a) + z^»,
(P'
—

^) + r, (7' — 7)]

,

P'—^-\- oh' — f,b = b,[ id. id.
]

,

7' — 7 H-pV — pc= c,
[

/V/. ?V/. ];

de là

[x — a) rt, + (^' — p) ^>, H- (7' — 7)r,
(10) ±^:

sja\ + />^

2. Si les points (a, ^, y), («', ^', y') sont infiniment

voisins et que les coefficients a, Z», c difïèrent infiniment

peu des coefficients a\ Z>', c', de sorte qu'on ait

, , d-ct.

2 = a + rfa ^ 1- • . .

2
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Or le tlt'iiominateur de â est un intiniincnt petit du pre-

mier ordre; il sui-t de là que â sera aussi uu infiniment

petit du premier ordre.

Mais s'il arrive que l'on ait

A*^ dot. [bdc— cdb) -\- d^ [cdn — adc) -\-dy [ndb — bda)= o

,

le numérateur de è perdra déplus les termes du troisième

ordre, qui ne sont autres que la moitié de la difTérentielle

de

d'jLibdc — cdb) + dp[cda — adc) + d'^{adb — bda)

.

Dans ce cas, à est au plus un infiniment petit du troi-

sième ordre : quand cela arinve , on dit
,
pour abréger, que

les deux droites se rencontrent.

Ainsi l'équation (A) exprime que les deux droites infi-

niment voisines

X — a y — p z — 7 x — a' >
— p' z — 7

'

a b r a' b' c'

se rencontrent.

5. Application. Soit une surface d'équation

(«) F(j;, j, z) = 0,

l'équation difFérentielle étant

La normale, au point x, y.^ z de la surface, aura pour

équations

g— X n — y 'C, — z

X ~~ Y ~ Z

Pour que cette normale soit rencontrée par celle qui est

menée par le point x -H Jx, j + dj., z -\- dz
.,
comme

X, Y, Z deviennent X -f- r/X , Y -h JY, Z + r/Z, la con-

dition de rencontre sera

[c) dx (YJZ — Zf/Y ) -H dy {jLdY. — l^dT.)

-h dz{XdY — YdX) = o.
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Les équalioiis («), (A),(c) déttrnuiiieul les Jigiu's (|uc

Mongo a nommées lif^iies de courbure.

Pour avoir réquatioii telle qu'il l'a donnée, on posera

Fx, r, z}=/ix, r) ~z = o;

de là

(Ix dy

flX = rdx H- sdy, dY = sdx -\- tdy, dT. =2 a :

la substitution donne

sdx' — sd/"^ H- [pt — fjs) dydz + [ps — qr) dzdx

-^-{t — r) dx dy = o

.

Si Ton remplace de par jidx -{- qdy . on trouvera, en

changeant tous les signes,

(^)
'

^' ^ ' ^ ''" -" ^''''^ ^ ^"
^
\
^ 'i'/ - '

'
"^ ''^^^

^Xdx)

—
l'^l ' ~f- P') — /-"7''1 = ^ '•

c est 1 équation ordinaire.

L'équation (c) est très-commode pour la détermination

des propriétés des lignes de courbure. Ce sera l'objet d'un

Mémoire particulier; la présente ]Note a seulement pour

but de faire connaitre 1 équation (c) qui semble, par sa

symétrie, devoir passer dans les éléments, quelle soit

d ailleurs nouvelle ou non, ce que j'ignore.

4. 1. La remarque qui termine le n° 2 est de M. Bou-

quet [voir la note 3'' du Cours d'Analyse de l Ecole Poly-

technique, par M. Duhamel).

IL Si la droite qui passe par les points [y. ^
,S, y),

(a', |S', y') fait, avec les axes, des angles /, a, v, et que

la perpendicidaife commune aux deux droites fasse, avec;

les mêmes axes, des angles /', p.', v';

,\nn. dr Mathémat., 1. \ lit. Tiiillct iSjO.' 1^'
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si . (le plus, ou pose

R 3^ y',«' _ a)' -I- 6' — p' -h Y ~ 7 %

on aura

or.' — a = R cos),

^' — P =: R ces pi

,

Y— 7 = R cosv,

Pt la foiraule (lo) se réduira à

Zh O = R fcOS ), ces y + COS (X ces y.' -t- ces v CCS v' =r R cosU,

en appelant U langle de la perpendiculaire commune et

de la droite qui passe par les points (a, (3, y). («'. l'i', y').

On aurait donc pu partir de la formule ('videute

riz = R ros U

pour trouver léqualion (lo).

^OTE SIR LES ÉQIATIOXS QH 0^T DES R\f,l\ES EN

PR0r.RFSS10\ ;

Par m. GLILMLN.

i*"' Cas. I. équation proposée ;i toutes ses racines en

progression géométrique.

Soit

(i) /{x'= x"" -f- Ai.r""-' H- Aj.r'"-- -h A.x^-^-f-, . . = o,

l'équation proposée, et soient «. aç . aq"^ , aq^.. .aq'"'^

ses tn racines.

On voit facilement que
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et, par suiu--

ont m— I racines a4f,a/f'^ aq" . . . . aq"'^ conimnnej>

avec la proposée.

f - =^-A — -A.

Nous sii]K>tituons à cette éqnatioii celle-ci

2/ x^-rr- A,i ^x"»-' -^ Aj q^x"^^ -f- Aj;^Jr"- " -^ . . . = o.

Retranchant (i) de (2), nous avons

k„q l;;X»-°^- A,i^^-— l'vjr"^--^ A. 'r — I r"-—., — o,

on YÀeaa . sanf le cas de ^ = 1

.

(3) A.x'^ _A,{^+i])x—»-f-A^i;y^Hh7+iW*-*H!-...= o,

laquelle a pour racines aq, aq^, a^*,— aq"^*

.

La somme de ces racines est %ale à celle des racines

de (i). moins la racine a. On d^nitdelà l'i^alité

A..f«HI-i!)— ^=— A-— a ,

A ,.

:• k, q-4r\ = A, — A,«;

équation du prt^mier degré en a et ^.

La somme des produits des racines de 1 équation (3|.

multipliées deux à deux . est égale à la somme des pro-

duits analc^nes des racines de Téquation (x)^ moins ceux

de ces derniers produits qui renferment le facteur a

.

r'est-à-dire moins

a{aq-haq' -i- aq' . . . -^ aq'"^ =z -. — A — a .

Cette remarque conduit à I égalité

::

—

= A; — a — A — a ,

A„

16
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( p)
A, (y'^ + /y + 1 ) = A

,
(A,+ A , « -f- «)

,

équation du second degré en a et c/.

Quand on élimine '<î entre ces équations, on trouve

une équation du second degré en ç-^ le produit des deux

racines est i , ce qu'on pouvait prévoir à priori.

Dans l'application, il vaut mieux substituer les coeffi-

cients Al, Aa, A3 dans les équations (a) et (|3), puis éli-

miner entre les équations nuuaériques.

Si ç est donné, Féquation (a) donne (i très-simple-

ment.

2^ Cas. L'équation donnée (r) a seulement // racines

en progression géométrique.

Alors les équations (j) et (>), ou bien les équations (i)

et (3) ont 71— I racines communes. On cliercliera le plus

grand commun diviseur du degré 71— i qui existe entre

leurs premiei's membres-, ce diviseur trouvé, ou l'égalera

à zéro. On aura ainsi une équation du degré 11— 1 qui

aura toutes ses racines en progression géométrique, et

qu'on pourra résoudre complètement en appliquant ce

qui précède.

Les racines aq. aq'\... aq"~^ étant tiouvées , on aura a

en divisant la plus petite racine trouvée par </, si l'on a

pris q plus grand que i, ou en divisant la plus grande de

ces racines par ^, si l'on a pris q moindre que i.

Z^ Cas. L'équation proposée a toutes ses racines en

progression aritlimétique.

{il j:'"+ A,.r"'-' H- A^j-^-'H- A,j:'"-' -4- . - . = o.

Soient a .a-h 7'; a-f- a/', . . « -j- (m— i) r les racines

dierchées.

On voit lacilcjneut que 1 équation J [x— /•) = 0, et,

par suite, l équation J i-V— /)

—

f{x)= o ont les w— 1
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ratines a -f-/'. a-\- u/', ...//. H- (m— i) / (•«)miuuiics avec

la proposée.

f[x — r) —f{x) :"'-' — 'm — i) A,/-
j

.r'"-'.

m (//? — 1

1 . ?.

;- -f-etc.

Laissant de côté le cas où 7-=o, divisant par /• et

changeant les signes , nous trouverons ainsi :

,.j.m-i _|_(^_i) A.|| j:"'--+ \m — i) A2

w [m— I
)

[m— I
)
pi— 2) A,r

1 .2

(jn— I )(w— 1

1,2.3

etc

Les racines de cette équation étant a -h /', a -h 2 /•, . . .

(L-\-{m— i) /', nous concluons comme précédemment que

leur somme est égale à — Ai— «, d'où

o u

2 am H- m (m— i r z=i — 2 A
, ,

équation du premier degré en a et /•.

J^a considération des produits des racines, multipliées

deux à deux , donne encore

m~i {ni— \)(m— 2) (/;/— i)(w — 2) ,
A.. — ^ A,r4-^ '-^i—- ' r-— k^— a{—h, —a)

m \ .i.m 1.2.0

OU

P)

m [m — I
)
(m— 2) [rn— i

)
(/«— 2)

,2 3
A,/-

I .2

2A2 + Ai (7 H- m.'i .
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Les équations (a) et (jS) doniieronl a et /
5 en élimi-'

nant «, on trouve pour /• deux valeurs égales et de signes

contraires.

^ous conseillons de conserver le système des équa-

tions (a) et (fS) pour les applications numériques.

L'équation (x) est celle que donne immédiatement

Larithmétique.

4** Cas. L équation (i) a seulement ti racines en pro-

gression arithmétique.

On trouvera ces n racines en suivant une méthode ana-

logue à celle qui est indiquée ci-dessus pour le deuxième

cas.

QIESTION D'EWMEiW SliR LES DIVISEIRS FRACTIONNAIRES

m ARITIIMÉTIQIE ().

1 . Définition . «, /;, c^ r/ étant quatre nonibies entiers,

si - di\isé par - donne pour quotient un nombre entier.

alois - est dit flis'iseiaàG y; ainsi -j— doit être un nombre
fl h bc

eu lier.

Obseivalion . C'est une généralisation de la délinition

ordinaire.

2. Problème Quelle relation doit exister entre j-, ~

. , . c j. . .,

pour que ces quantités aient ~ pour diviseur coviniun ^'

Solution. On doit avoir ad=^ bcz., aid= bicz^,

z et z^ étant des nombres entiers 5 et de là abi z^ = ai bz.

Soit D le plus grand commun diviseur de ab^ el aib:, fai-

sons abf=zDp.) ayb=Dq. Nous aurons pzi=qz:, et

comme p et q sont premiers entre eux, Ton doit avoir

', M. .1 Borliand. f'xaininateiir.
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z ^:^ iiift ^ Zi=:i/uf, OU /// csl lui nombie entier (juel-

ronqiKî : on déduit de là

r a (i rt D D
d hz bmj) bmD/) f/ib/j,

3. Problème. Ç)ucl est le plus graiiil conunun (liuiseio

, . , a a,^
(les (fuaiitites -r' 7-1

' b b,

Solution. Conservant la même notation, le plus grand

commun diviseur répond évidemment à la valeur de m
égale à l'unité 5 donc ce plus grand commun diviseur est

D
, , .

j-j-:i alors z=p et Zi = q. z et ^1 sont donc premiers

entre eux^ ce qui est évident par la définition du plus

grand commun diviseur.

4. Problème. Élanl données les quantités y et 7^ 1

b b,

irouvef des nombres entiers z et Zy tels, que l'on ait

(i «,

hz b^z^

Solution . La même que celle du problème 12 ; car Ion a

(-//-», 3, = fl'i bz.

Observation. Dans les examens, le pioblème est

ainsi énoncé : Un rectangle a ses deux dimensions y-, —
b bt

exprimées en mèti-es; il faut diviser le contour en parties

égales, de manière que chaque dimension contienne un
nombre entier de ces parties.

il. Problème géjnéral. Résoudre les équations

a, a. a, a„

biZ, b-,Zi 6,1 3, bnZ„

où ap., hp sont des entiers donnés, et 3,. -,.. . -, des en-

tiers à trouver. •



( 248 )

Solution. / oir les Fiactiotis équivalentes de M. Lc'

besgue, p. 8i

.

Remarque. ÎNous nous sommes servis de l'algorithme

algébrique, parce que ces considéra lions sont à l'usage

des personnes qui connaissent cet algorithme 5 il est d ail-

leurs facile de traduire les formules en phrases, et d'em-

plover ce qu'on peut appeler le genre verbeux. Comme
il peut se trouver des examinateurs qui aiment ce genre,

j'engage les candidats à s'y exercer, par précaution, en

cette occasion et en d'autres.

Exemple. [Jne demi-ligue d'écriture algorithmique

suffit pour démontrer cjue, dans une proportion géomé-

trique, le produit des extrêmes est égal au produit des

moyens. Lue telle abréviation sci'a souvent repoussée

avec colère. Remplacez cette demi-ligne par un flux de

paroles, et vous serez bien accueilli. Historique.

TROISIÈME SOLITIO^ DE LA QliESTION 201
( Voir p. iOG et 208

) ;

Par m. E. DOULIOT ,

txteiiie du lycée Moiige. classe de M. Vincent.

l . Lenune. Etant doiiaé un parallélogramme ABDE
,

si par un point C, pris sur la diagonale DA , ou sur son

prolongement, on mène une droite qui coupe en N et T
les côtés adjacents AB, DB, et en \ et T' les côtés EA

,

ED , on aura

CN . CT = CN' . Cï' ,fig. 17, PL H)
;

et réciproquement, si sur la transversale II' l'on a

CN.CÏ= CiN'.CI',

le point C est sur la diagonale.

Démonstration . Les deux triangles ACN, l)('T' étani

semblables, on a

CN : CT' :: CA : CD.
*
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De même, les deux triangles AdlN'. 0(71' élaui sem-

blables, on a

CN' : Cl : : CA : CD ;

donc

CN.(T = CN'.CÏ'.

Remarque. Le point C sera toujours compris entre

deux nombres pairs de points d'intersections; ceci est

évident, quand le point C est intérieur au parallélo-

gramme. Si le point C est extérieur, en faisant tourner

la droite autour du point C, de manière à éloigner le

point T', on voit que dès qu'elle sera parallèle à DE elle

le sera aussi AB; elle ne peut donc pas rencontrer une de

ces droites dans le sens de (^T, et l'autre dans le sens de

CT'. Donc le point C sera en dehors des quatre points

d'intersections, ou il en aura deux de chaque côté.

La réciproque se démontre par la réduction à l'ab-

surde.

!2. Théorème. (F%. i 8, PL IL) Soient P, F deux points

appartenant respectivement à deux ellipses homofocales,

tels, que les tangentes menées à ces courbes en P eZ P

^e coupent à angle droit ^ en désignant par I le point de

leur intersection , et par Q le centre commun des ellipses,

la droite CI divisera en deux paities égales la distanceW .

Strebor.

Démonstration. Je mène les normales PK, P'K; la

figuri! PKP'I est un rectangle, et le théorème sera dé-

montré si l'on prouve quele point C est sur la diagonale IK

.

Soient N, IN', T, T' les points où les normales et les tan-

gentes rencontrent l'axe, on a

C= = CN . Cï et C- = CN '
. C r '

;

donc

CN.CT = CN'.CÏ'.

nf)ii< . en verlu flu lemiiie. je poini (lest sur la diagonale.
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Comme on s est appuyé sur une propriété commune à

l'ellipse et à l'hyperbole , et dans laquelle les tangentes et

les normales entrent d'une manière symétrique , on voit

que le théorème est applicable à deux coniques homofo-

cales quelconques.

TROIS THÉORÈMES ARITHMOLOGIQIIES DE M. STEI^ER,

Démontrés par M. STERN.

(Journal de M. Crelle, t. XIV, p. 7G, i835.)

Théorème I. Prenant tous les nombres entiers depuis u

jusqu'à rinfini, et élevant chacun à toutes les puissances

négatives, depuis la deuxième jiiscpi à Vinfini^ la somme

est égale à Vunité.

Démonstration. On a

I I I

a — I a «' (c^ cr

Faisant successivement rf = 2 , 3 , 4 5 • • • 5 Qo, le second

membre donne toutes les puissances négatives des nom-

bres entiers, et le premier membre devient successivement

Il II I

I •) '^1 ~^
—'/">•••'>

2 ?. 00 4)

dont la somme est égale à l'unité. Ce qu'il fallait démon-

trer.

Observation. On a aussi

Faisant successivement a= i^ 3. 4vi <^ ^^ ajoutant les

équations, on conclut que la somme des puissances né-

gatives paires des nombres entiers (l'unité exclue), moins

la somme des puissances impaires, est égale à ^ donc h'.'-
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sommes des puissances négalives paires =^ y > tl les puis-

I

sances négatives impaires = -7

Legendre, dans ses Exercices du calcul intégral, donne

une Table des sommes des puissances négatives
,
jusqu'à

la trente-cinquième, avec seize décimales (part. IV, sect. i

,

{). 65). D'après cette Table, la somme des puissances

négalives paires, depuis la deuxième jusqu'à la trente-

quatrième inclusivement = 0,749999999985 ainsi la

somme des puissances négatives restantes est moindre que

0,00000000002 ; de même la somme des puissances néga-

tives impaires depuis la troisième jusqu'à la trente-cin-

quième inclusivement = 0,249999999908 \ ainsi la

somme des puissances impaires restantes est moindre que

0,00000000001

.

Théorème II. La somme de toutes les fractions de la

forme ; est =z i. en donnant à x et r toutes

les 'Valeurs entières positives de o à <x^ , et ne prenant

qu'unefois lesJraclions qui se reproduisent plusieursfois.

Démonstration

.

II I I

i-^-xy-^y—i [i+xy-^y [3.-v-xy+''y {i-^-xY-^-y

Donnant à x et à } toutes les valeurs positives entières

depuis o jusqu'à l'infini
;
prenant pour 2-Hx d'abord les

nombres qui ne sont puissances d'aucun nombre; ensuite

les nombres qui ne sont que des carrés et non des puis-

sances supérieures
5
puis les nombres qui ne sont que des

cubes et non des puissances supérieures, etc. ; la somme
totale renfermera donc la somme de toutes les puissances

négalives, et on rentre dans le théorème I.

'Phéorî^me III.

'2 -H J'' -
" ' •^-,= y ,2 4-.r)-(^+.' ,I (2-t-.r''
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en (lontiaiiL à x ety toutes les ^valeurs positives de o à oc

(n^ec ces restrictions, 2 -\-y ne doit pas être une puissance

supérieure d\in nombre, et 2 -f- x doit être une puissance

supérieure d'un nombre.

Démonstration. Cette expression

r I

~ [(2+^)^]^+/
"^

[(2+^)^] = +/ "^ •
"

et i-^-y ne devant pas être une puissance supérieure

d'un nombre , il s'ensuit que cette expression est la somme
de toutes les puissances négatives , à pai^tir de la seconde,

de tous les nombres qui sont une puissance supérieure

d'un nombre (*").

THEOUIE GÉNÉRALE bES POLAIRES RÉCIPROQIES PLANES

(Voir I. VII, p. 308-M9);

Par m. LENTHÉRIC, neveu,

Professeur.

1 . On a vu (tome VII, page 352) que la polaire étant

(3) y = mx -|- /?

,

le pôle était déierminé par les deux équations

(5) m Y\ + F; z= o

(6) FV + P = o,

«m posant, pour plus de simplicité,

D/ + E.r H- 2 K == P.

Supposons les constantes m et n de la polaire liées enlre

elles par une relation quelconque

•^ [iii , «) = o
;

il en résultera un lieu géométrique des pôles dont l'équa-

tion s'obtiendrait en éliminant m et // entre la relation

("I Vof/- <i:i1al;ni , ,lourn;il de M. I-iol'VI1,lk ,
i8/|5.
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donnée et les ét|uaiious (5) et (6), qui lixeraiem la posi-

tion particulière du pôle pour chaque système de valeurs

de m et n qui satisferait à celte relation.

Les valeurs de m et «, déduites de (5) et (6), a^nt

même dénominateur, et leurs formes étant linéaires en x
et j, le lieu géométrique des pôles serait de même degré

en .X- et y que la relation 9 (?7?, n) = o en m et n.

2. On a vu aussi (tome YIÏ, page 353) que a et b dé-

signant les coordonnées du pôle, l'équation de la polaire

('31

F',,r -+- F^x -h D/^ -F E« H- 2 K = o

ou

(7) ^>F', + «f;-i-p=:o.

Supposons les coordonnées [a, b) du pôle liées entre elles

par une relation quelconque

]^{a, b) = o,

et il résultera de là une courbe enveloppe des positions

successives de la polaire, dont on obtiendrait l'équation

par la théorie connue.

3. Ces lieux des pôles et ces courbes enveloppes des

polaires présentent une foule de cas particuliers, dont

l'étude n'offrirait aucune difficulté. Il est possible d'éta-

blir, entre les constantes de la polaire et les coordonnées

du pôle, des relations telles, que le lieu géométrique des

pôles soit identique avec la courbe enveloppe des polaires.

Je vais faire voir que cette identité a lieu si la polaire se

meut tangentiellement à une courbe quelconque, et si le

pôle parcourt la même courbe.

En effet .soit

8)
•

(f[x,y)=iu

une courbe quelconque située sur le plan d'une conique

F'.r,r} = 0.
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La tangente à cette courbe en un point (a, b) est

?';, [y — b) -\- 'jJ„ {x — «) = o.

Le J)ôle de cette tangente s'obtient en faisant, dans (5)

et*(6),

fa F ?"nr= — —, rt=r:ft-|-fl—

j

Ta ?*

ce qui identifie la tangente avec la polaire (3) ; on aura

donc, pour déterminer le pôle de la tangente, les deux

équations

(9) 7 — r~
et

(10) ^-F', + flF;,4-P = o.

Le point (a, Z>j étant sur la courbe (8) , on aura en outre

la condition

(11) vf[a,h) = o.

Le lieu géométrique des pôles des diverses tangentes à la

courbe (8) résultera donc de Félimination de a et de h

enti^e les trois équations (9), (10) et (11).

- Maintenant supposons que le pôle parcoure la courbe (8)

.

ce qui donnera là relation

(11)
' 'î{"^b) — o;

la polaire sera

(10)
• /;F', + flF;r + P = o.-

Pour avoir la courbe enveloppe des polaires de tous les

points de la courbe (8), il faudra, d'après la théorie connue

des courbes enveloppes, différentier (i 1) et (10) par rap-

port à rt et à /^, ce qui donne

, db
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et éliminer ensuite a. h et -— entre les équations (i i),
dû

(lo) et leurs dérivées. Or lelimination de — donne

i' _ ^^

Donc la courbe enveloppe des polaires des divers points

de la courbe (8) résultera de l'élimination de a et de h

entre les trois équations (9), (10) et (n), comme le lieu

géométrique des pôles des tangentes de la courbe (8) , ce

qui établit la parfaite identité des deux lieux.

De là résulte ce beau théorème de M. Poncelet :

Le lieu géométrique des pôles des tangentes d'une

courbe quelconque, relativement à une conique, est le

même que l'enveloppe des polaires des divers points de

cette courbe, relativement à la conique.

Ainsi il existe sur le plan d'une conique une infinité

de systèmes de deux courbes telles, que chacune des

rouibes d'uu même système est en même temps et le lieu

des pôles des tangentes de l'autre, et l'enveloppe des

polaires des divers points de l'autre, relativement à la

conique. Les deux courbes d'un même système ont été

désignées, par M. Poncelet , sous le nom de courbes po-

laires réciproques, et la conique, qui leur sert d'inter-

médiaire, sous le nom de directrice

.

C'est par la propriété connue (tome Ml, page 355)

que toute droite qui passe par un point a son pôle sur la

polaire de ce point, et réciproquement, et en coifsidérant

les courbes comme des polygones infinitésimaux
,
que Fil-

lustre géomètre fut conduit au théorème qui précède,

dont il fit la base de l'une des théories les plus curieuses

de la géométrie moderne, la dualité, que j exposerai dan?

la suite.

4. La courbe (8) étant du degré ///, la polaiie réci-



( .56
)

proque seia au plus du degré m [m — i) , car sou équation

j-ésulte de l'élimination de a et de h entre les trois équa-

tions (9), (10) et (11), dont l'une est linéaire en a et /',

et les deux autres de degrés m et m— i

.

D'ailleurs, toutes les tangentes à la courbe (8), issues

d'un même point, devant avoir leurs pôles sur la polaire

de ce point et sur la courbe polaire réciproque, on voit

que le degré de la polaire réciproque doit être égal au

nombre de tangentes que l'on pourrait mener à la courbe

par un point de son plan. Or on sait qu'à une courbe du

degré ni ou peut meuer au plus m [m— i) tangentes.

M. Gergonne a fait voir par l'exemple de la courbe

(; i' = '

dont la polaire réciproque, par rapport au cercle

)- H- x-= =r /•-,

(\st .;

r — u X

que la polaire réciproque d'ime courbe du degré m peut

,

en eflet, s'élever au degré ///(/«— i). La polaire réci-

proque d'une courbe de degré m n'est donc pas la plus

générale de son degré, car sa propre polaire réciproque

doit reproduire la courbe du degré m, tandis qu on serait

autorisé à croire qu'elle pourrait donner une courbe du

degré v\[m— C)\in[m — \) — \.\ La polaire réciproque

perd donc m^ [m— 2) tangentes dans le faisceau issu

d'un même point. M. le professeur Plucker est le pre-

mier, comme le fait observer M. Terquem (tome MI,

page 3ii), qui ait donné une explication complètement

satisfaisante de ce fait singulier, sur lequel nous revien-

drons.
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5. Dans II' cas où la couibe-

8) ?>,:> = o

serait une conique, on aura /« = 2 , et la polaire réel-,

proque serait aussi une conique. Nous pourrions trouver

l'équation de cette polaire réciproque en suivant la marche

indiquée § 3. C'est celle qui a été suivie par M. Poncelet

[Annales de Gergonne , tome MU
,
page 224). On y par-

vient plus simplement en suivant la marche indiquée § i

.

Soit

A j- + Bxy -4- G.r' -{-Y^y -\- Ejt + K = o,

OU

(12) F(.r,j)=ro,

l'équation de la conique directrice; et soit

ay' + hxy — cx'^ + dy -\- ex -{- fi --= o
^

ou

h 3) f{x,y) = o,

la conique dont ou demande la polaire réciproque.

La relation cp (w^, «) = o, entre les constantes de la po-

laire représentée par j = nix ~|- n , s'obtiendra en rem-

plaçant dans (i3) y par nix -+ n, et exprimant que l'é-

quation résultante du deuxième degré en x a ses deux

racines égales. On trouvei^a , réduction faite,

, ,, j
(b^ ~ ^ac)n^ -^- i{2.ae— bd) mn -h [d^ — ^a/,)nr

^^
'

I
+ 9.{hr --icd)n + '?Adc— '2bk)m -h (:•" ~ ^ck= 0,

dans laquelle, substituant pour /// et n leurs valeurs,

f; p

on aura, pour l'équation de la polaire réciproque de la

Ann. de Mathpivnt., t. VIII. (Juillet 1849.' IJ
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;',5)
j + {et- — l^^aA) {¥';)' — 2{ùc — icd) pF'^

[
— i{bd— 2 ae) pF'^ -\- [b' — 4 ^(^)p^ = o

•

6. Si l'on prenait pour directrice la conique (i3), la

polaire réciproque de (12) serait représentée par

/ ;e^-4ck)(/',.)'-2(de-2BK)/',./;.

[16) + 2
f
D' ~ 4 AK) (f'^y— 2 (BE — 2CD)/p/'V

( — 2(BD— 2AE)/?/; -h(B- — 4ACi/^==.- o;

et pour avoir la polaire réciproque de (i5) par rapport

à (i3) , il faudrait remplacer dans (16) les dérivées de

Téquation (i3) par celles de l'équation (i5). On obtien-

drait ainsi une équation dont les coefficients auraient

évidemment, avec ceux de l'équation (16), les mêmes

lelatious que ceux de l'équation (i3) avec ceuî^ de l'é-

quation (i5), donc cette nouvelle équation serait celle de

la polaire réciproque de l'équation (16) par rapport à la

directrice (12). De là, ce théorème :

Les polaires réciproques fie la directrice, par rapport

à deux polaii'es réciproques, sont elles-mêmes polaires

réciproques, par rapport à cette directrice (*).

Nous désignerons ces polaires réciproques de la direc-

trice sous le nom de polaires réciproques douhles, et

nous ferons connaître quelques propriétés curieuses dont

elles jouissent. Pour le moment, nous allons indiquer la

discussion complète de l'équation (i5)
,
qui n'offre d'ail-

leurs aucune difficulté, et en évitant de trop longs détails

qui ne sauraient trouver place ici.

7. Cas oit la directrice serait ufie ellipse ou une hy-

perbole. On peut toujours choisir les axes de manière

C) M. Angelo Genocchi , d<> Tiiiin , ikius a ailfpssc iiiif deinonstialion

géométrique de oe Ihéorème.
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que la directrice (12) ail pour équation

la conique étant la courbe (i3). Faisant dans (i5),

F'^= 2Aj, F^ = 2Cj:, p =z ïK,

on aura, pour la polaire réciproque de (i3),

!(e- — 4 ^^ ) A-j- — 2 [de — 2 bk) AC xj-

+ (rf' — 4 «/•
) C=

J' — 2 èe— 2 cr/) AKjr

— i[bd— iae)CYix -\- [f — ^àc)'^- = o.

L'inspection de cette équation montre que la directrice

n'influe que sur la position de la polaire réciproque

dont la nature ne dépend que de la différence

[de — ibkY— [e^ — 4 ck
) (

d^— 4 nk)
;

l'équation (i4) fait voir que les valeurs de m qui cor-

respondent à /z = o , seront réelles et inégales , réelles et

égales ou imaginaires , suivant que cette différence sera

positive, nulle ou négative. Mais les valeurs de m qui

correspondent à 72= o sont les coefficients angulaires des

tangentes que Ton peut mener à la conique (i3) par
l'origine, qui est le centre de la directrice; donc :

La polaire réciproque d'une coniquej par rapport à
une directrice qui a un centre, sera une hyperbole, une
parabole ou une ellipse, suivant que le centre de la di-

rectrice sera situé en dehors de la conique, sur la conique,

ou en dedans.

Cela était, d'ailleurs, facile à prévoir; car toute droite

qui passe par le centre de la directrice ayant son pôle à

l'infini, la polaire réciproque d'une courbe quelconque
doit avoir autant de branches infinies que cette courbe a

de tangentes passant par le centre de la directrice. De
plus, les points de tangence sont les pôles des éléments

de la polaire réciproque situés à l'infini , r'est-à-dire des
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asymptotes de la polaire réciproque. Ces asymptotes sont

donc les polaires des points de contact des tangentes me-
nées à la courbe par le centre de la directrice; et, par

suite, les cordes de contact sont les polaires des points

d'intersection des asymptotes. Les points d'intersection de

la directrice et de la polaire réciproque sont aussi faciles

à déterminer, car les polaires de ces points sont tangentes

à la directrice en ces points mêmes, et comme elles sont

aussi tangentes à la courbe donnée, on voit qu'on les ob-

tiendra en menant dès tangentes communes à la courbe et

à la directrice.

Ces remarques rendront , surtout dans le cas des co-

niques, la polaire réciproque trop facile à construiic

poui' qu'il soit nécessaire d'insister sur ce point.

Si laconique (i3) était concentrique à la directrice, son

équation se réduirait à la forme

(iq) oy^ H- cx'^ -\- k := o

,

et l'on trouverait la polaire réciproque, en faisant

dans (t8)

,

h = O
^

(l =:z O , (' = o,

ce* qui donnerait

(20; cA A^/^ -+-a/.C' X- -h «rR^ =: o

.

Vérifions sur les équations {17), (19) et (20) le théorème

du § 6 sur les polaires réciproques doubles.

En prenant (17) pour conique, sa polaire réciproque,

par rapport à une directrice quelconque, serait, d'après

l'équation (i5),

CK(F'^)= 4- AK(F'^)' -h ACP-' =: o.

Si (19) est la directrice , on a

F', =-- 2 nj, Fj = 2 c.f, P = 2 /

,

et pour la polaire réciproque de (in)

^2. 1
)

« CKj' -i- r- AR .!• • -\- h'- AC — o

,



si (2t)) t'sl la iliiectrict',

et la polaire réciproque de (17), par rapport à «etio

directrice, est

(22) c-Z-^A'j- + //-'/•-C'a;-' -f- a-c'Y^' = o.

Or on Iroiive que (21) et (22) sont polaires réciproques,

en prenant pour directrice la conique (17).

L'équation (20) montre que la polaire réciproque de (i y)

sera toujours de même nature que celte conique. Pour

que la conique et sa polaire réciproque fussent semblables,

on devrait avoir

c-A^ aO

mais alors la conique serait semblable l\ sa directrice.

Si la directrice était une ellipse

ky- 4- Ca:' — K = o
,

et la cojiique une hyperbole ayant les mêmes axes

^
A/- — Cx- H- K =^ o

,

on trouverait, pour la polaire réciproque, l'hyperbole

elle-même. De même, en prenant l'hyperbole pour direc-

trice , on trouverait que l'ellipse est à elle-même sa

polaire réciproque.

On verrait de même que deux hyperboles conjuguées

sont telles, que chacune est à elle-même sa polaire réci-

proque par rapport à l'autre.

Si la conique (i3) était une parabole, on aurait

h' — ^ac = 0,

et léquation (18) fait voir que la polaire réciproque pas-

serait par le centre de la directrice; ce qui était facile à

prévoir, car la conique aurait deux de ses éléincnls situés
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à lintini. Si la paiabole avait le même axe que la diree-

trice , on aurait , de plus

,

izzzO, c = O, (l z^ o,

et l'équation (i8) se réduirait à

6'- A-) ' — 4 «^C'x' -f- 4 fieCKx = o

,

équation d'une ellipse ou d'une hyperbole , suivant que a

et A- seront de signes contraires ou de mêmes signes, c'est-

à-dire suivant que l'origine ou le centre de la directrice

sera intérieur ou non à la parabole . comme on devait s'y

attendre.

Si , de plus, le sommet de la parabole était à l'origine,

la polaire réciproque serait

eA'f' + 4 « CK jt- = o
,

équation d'une parabole de même sommet et de même
axe que la proposée. Si la directrice était une ellipse,

C et K étant de signes contraires, les deux paraboles

seraient opposées par le sommet 5 si la directrice était une

hypei'bole, les deux paraboles sciaient opposées par le

sommet ou non, suivant que 1 axe transverse de l'hyper-

bole coïnciderait avec celui de la parabole ou lui serait

perpendiculaire.

8, Cas où la directrice sei'ait un cercle. Soit

y' -\- x'^ =z r-

l'équation de ce cercle; en faisant dans (18)

A = i, C = i, K= — /•-',

on aura, pour la polaire réciproque d'une conique quel-

conque par rapport à ce cercle

,

[e- — 4 CÀ-; j-^ — 2 [de — bk) xy + (r/- — 4 ak) x''

-+- ir''{bc — '2.cd)j 4- :ir^{hd— 2.ae)x + [b- — ^ac)/'' = 0,

si la conique est un autre cercle quelconque

> - -(- .r- H- dj -{- ex -\- Â- = o.
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En laisaiil, dans I équalion précédente,

(t = c = i et Z< rr o

,

on aura, pour la polaire réciproque,

4 X) r^ — idexy + [d- — 4 ^)''

— 4 '"'<^.X — l^r'^ex — 4 '* = o
,

équation que l'on peut mettre sous la forme

{d}'-\- ^- — 4 h) [y' -^ x"") —- Uly -^ ex -}- 1 /•')' = o ;

ce qui montre que la polaire réciproque est une conique

ayant pour foyer l'origine ou le centre du cercle directeur,

et pour directrice la droite

dy + fj; + 2 /•- = o ,

c'est-à-dire la polaire du centre du second cercle par rap-

port au premier.

Donc , la polaire d'un cercle, par rapport h un autre

cercle, est une conique ayant pour foyer le centre du

cercle directeur, et ])our directrice la polaire du centre

de Vautre cercle.

9. Cas oii la directrice sercdt une parabole. On peut

toujours choisir les axes de manière que 1 équation de la

directrice soit

(23) ky -f- Ej; = o
;

d'après l'équation (i8), 1 équation d'une conique, par

rapport à cette directrice, sera

!4 (<? — ^ck)k^j- — ^[bc •— 2.cdj AExf
-h ib'— 4 ac) Wx^ — ^ {de — 2 bk) AEj
~'i{bd— 7. ae) E-' x -+- {d- — 4 ak) E^ = o

.

La nature de la polaire réciproque ne dépend que de la

dilFérence

J>c — 2 (df— h'^ — 4 ^^) (^*— 4 '^^ >

Or, en faisant n? =. o dans la relation (i4).'»" fi'oii\er;);



( ^H )

pour déterminer les coefficients linéaires des tangentes de

la conique parallèle à l'axe de la parabole, l'équation du

deuxième degré

(é'— 4 «^j 7" + 2 (ie — 2 cd) (j + e^ — ^ch = o,

et, suivant que la diQérence ci-dessus sera positive, nulle

ou négative, la conique aura deux tangentes parallèles à

Taxe de la parabole, ou n'en aura qu'une, ou n'en aura

pas. Dans le premier cas, la polaire réciproque (24) sera

une hyperbole \ dans le deuxième , une parabole \ et , dans

le troisième, une ellipse: conclusions faciles à prévoir en

considérant la parabole comme une conique ayant son

centre à l'infini

.

Si Ton avait b-— ^ac=io^ la polaire réciproque serait

une hyperbole, à moins qu'on n'eût aussi he-^- 2c<^/=:o,

ce qui arrivei'ait pour Z» =^ o et c = o, c'est-à-dire si la

conique avait son axe parallèle à celui de la directrice.

Si les axes étaient les mêmes, on aurait, de plus, d= o,

et l'équation de la polaire réciproque deviendrait

et , en supposant de plus k=^ o^ ce qui donnerait aux deux

paraboles le même sommet, la polaire réciproque serait

eA'f^ -\- aE-.r := o,

ce qui montre que, dans le cas de deux paraboles,

Aj-^ -f- Ex = o,

Ar^ — Ex = G,

opposées par le sommet, chacune d'elles serait à elle-

même sa polaire réciproque par rapport à l'autre.

10. Cas des conic/ues confocales . En prenant pour

origine le foyer de la conique, son équation sera

[i&; y''- -h x' — {my H- nx + 7')- = o



( 265
)

ou

( i — /«')/' — ininxy -f- (i — n-)x'* — 2 mqy — 2 nqx — q- = o;

et, d'après l'équation (i 5), pour avoir la polaire réci-

proque par rapport à une directrice quelconque, il faudra

remplacer a, è, c, etc.
,
par Içurs valeurs , ce qui donnera

'fiKY +- 9" {^-Y - 2 mqpr;, - 2 nqp F'^
(2-7)

et, si la conique {26) était une parabole, à cause de

m'^ -\- n' — 1 = 0,

(28) q (F',.) ' + q (F',)= — 2 mp Y'y -inp F', = o

.

Dans le cas où la directrice serait un cercle

y^ -\- x'^ =. r"^

ayant pour centre le foyer de la conique, on aurait

F'/ = ^ J' Y'^ = ix, p = — 2.r\

et la polaire réciproque de la conique (26) serait

(29) 7*J^+ q-x-+ imqr'^y H- inqr-- x H-(//2^+ «'— i)r^= o.

On voit que cette polaire réciproque serait un cercle,

quelle que soit la conique. Dans le cas de la parabole,

m? -\- n^ — I = o , et le cercle passerait par l'origine ou

par le foyer de la parabole.

Les coordonnées du centre de ce cercle (29) sont

^~ q' ^~ 7 '

el la polaire de ce point, par rapport au cercle directeur,

est

^y -f- C/.X — r^ = o,

ou, substituant les valeurs de y. et de /3,

my -f- mx -{- q z=z o
,

c esl-à-dire 1 équation de la diicctiice de la r(Mii(|ue; d ou
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résulte ce théorème au moyeu duquel une foule de pro-

blèmes sur les coniques se ramènent à des problèmes sur

les cercles :

La polaire réciproque d'une conique, par rapport à

un cercle confocal, est un second cercle qui aurait pour

centre le pâle de la directrice de la conique^ par rap-

port nu cercle confocal.

On déduirait facilement des équations {26) et (29) que,

dans le cas de deux coniques de même foyer et de même
directrice, la polaire réciproque serait aussi de même
foyer et de même directrice.

NOTE SIR LES APPROXIMATIONS MMÉRIQIES;

Par me. LIONNET,
Professeur au lycée Descartes (*)

.

I. Etant donnée une lindte ê des erreurs commises siu-

lesJdcteurs d'un produit abc.hl, troui'cr une limite de

l'erreur e commise sur le produit.

Soient rt', b\ c', etc., des valeurs de «, ^, c . etc., ap-

prochées par défaut à moins de 0. En remplaçant a par a\

on a diminué le facteur a d'un nombre moindre que d ,

€t le produit «Z>c.../î/ d'un nombre moindre que âbc.hl-,

pareillement, en remplaçant b par // dans le produit

a'bc.kl.! on a diminué ce produit d'un nombre moindre

que âa'c.M., et, à plus forte raison, d'un nombre

moindre que dac.Jd:^ et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'en

remplaçant / par V dans le produit db'd..Ml^ on ait di-

minué ce produit d'un nombre moindre que $ab...l\.

Donc , en définitive , on aura e <^ ^s^-x , s„_i désignant

) Voyez, p'Mir plus de détails, lesConipléiueiUs d'arithmfliqiU', livre ^ 1.
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la somme des produits /^ — i à /i — i des /i facteurs a ,

b, c,..., A, /.

Eu général , si l'on désigne par p le produit des fac-

teurs non modifiés, et par ii le nombre des facteurs mo-

difiés tous par défaut, tous par excès, ou les uns par

défaut et les auties par excès , des raisonnements sem-

blables conduiront à la relation

dans laquelle s„_x représente la somme des produits ii—

i

A n— I des facteurs modifiés , cliaque facteur modifié

par voie d'augmentation étant remplacé par sa valeur

approchée par excès.

II. Etant donnée une limite d de l'erreur commise

sur un nombre a , tj'ouver une limite de Verreur com-

mise sur la racine //z'*""' de ce nombre.

Soit « une valeur de a approchée par excès à moins

de^cJ. En remplaçant a par a dans y/a, l'erreur e commise

sur cette racine est sja— \/a = x — v, en posant \/ac= x

et \/a = y. Or on a

[x"'-' -\-x'"-''y+ x'"-^y- +. . . +/'""') [j:
—

y)
' —^ — y — ' ^m-x _^ x'"-''y -\- x^~^f'- -t- . . . -t-

.)•'""'
'

ou

X'" —y'"

af-' 4- .jf>-^y -I- x"'-^y' -h . . .-hy""''

De plus , le dividende x'" — y'" = a — a <^ J, et Ja re-

lation a^ a donne

V'«>VV', ou xy> y ;

donc en remplaçant x par i au diviseur, qui devient alors

y"i-i _|_ y"'-i _|_ ,"'-i_|_ pic.^ nu my"'~\ on diminuera re



268

diviseur, et ou aura

ou

(0 ^<
m y/^™-!

En désignant par a une valeur de a approchée par dé-

faut à moins de cî, des raisonnements semblables condui-

sent à la relation

m y/
a"'-'

Corollaire. Les relations (i) et (2) montrent que si a

est un nombre décimal plus grand que Funi té et que

à = ) on aura e <C ; donc, pour obtenir la ra
10" ^10"' '

cine m'^"'" d'un Jionibre décimal plus grand que Vunité,
à moins d'une unité décimale du n"'"'" ordre, il siéffit

d'opérer sur une valeur du nombre proposé , approchée

à moins de la inême unité décimale. Ce principe peut

d'ailleurs être considéré comme une conséquence de celui

que nous allons démontrer.

III. Pour extraire la racine m'*'"" d'uTi nombre entier

a avec une erreur moindre que l'unité, il sujjit de con-

naître plus de la m"""" partie du tiombre de ses chiffres

à partir de la gauche.

En supposant que m soit le nombre des chiflTres de a

.

Hous démontrerons d'abord que si l'on prend sur la gau-

che de a un nombre de chillres plus grand que —, ou au

moins égal à , en remplaçant tous les chillres sui-

vanls par des zéros, Terreui' c commise sur slasein
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nioiiulie ((u'iiut' unité. En efiet, le nombre a qu'on suJ>-

stituc à a dans \a contenant n chillVes est au moins

égal à io"~' ; de plus, le nombre des chifTres pris sur la

gauche de n étant au moins égal à
, la partie négli-

1
«4-1 n[m — I ) — I , . „

gee contient au plus n ou —

^

chiUres :
^ m m

donc cette partie est moindre que lo —^ =

—

. Or on
^ * m

a la relation

e <; — , ou e <^ (II),

m v^a"'-' —HT

dans laquelle e désigne l'erreur commise sur sa en rem-

plaçant a par une valeur a approchée par défaut à moins

j rv 1 , , , [, . ^ n{ni — I )
— I „_

,

de à : donc si 1 on tait à = lo — et a = lo" ,

m
on aura, à plus forte raison,

nÇm— i) — I nt—

2

m m
10 10

r <; r- , ou ^ <;

m
/« X 10

Remplaçant ni successivement par chacun des nombres
m— 2

:2, 3, 4î 5, 6, 7, 8, 9, on voit immédiatement que lo '"

est moindre que /n -, il en est de même pour une valeur

m — '2

quelconque de m supérieure à 9, puisque 10 "' est

constamment moindre que 10 ; donc, quel que soit le de-

gré m de la racine à extraire, on aura e<^i. Il en résulte

que pour extraire la racine m"""' d'un nombre entier

compose (le n chiffres, aK'ec une erreur moindre quune
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unité i il sujfit de prendre sur la gauche de ce nombre au

moins chiffres, en T'emplaçant tous les autres par

des zéros
^
puis d'extraire la racine m"""" du nombre

ainsi obtenu par excès, à moins d'une unité. Ainsi, par

exemple
,
pour extraire la lacine la'*""*" d'un nombre de

23 chiffres, avec une erreur moindre qu'une unité, il

suffira de connaître ses deux premiers chiffres à gauche.

IV. Trouver^ avec uneerreur moindre qu'un millimètre,

i" /e diamètre d'un cercle dont Faire est un mètre carré;

2° le diamètre d'une sphère dont le volume est un mètre

cube.

Prenons le mètre pour unité de longueur, le mètre carré

pour unité de surface, le mètre cube pour unité de

volume, et désignons par x la mesure du diamètre

demandé. •
1^. On détermine la valeur de x par l'égalité

/4jTZX-=l\, OU ^=i/-;
4 V ^

de sorte qu'il s'agira d'extraire à moins d'un millième la

racine carrée du quotient de la division de 4 P^i' ^ '•> or ce

quotient est plus grand que l'unité, donc il suffit d'en

obtenir une valeur approchée à moins d'un millième

(II, cor.) , c'est-à-dire de calculer sa partie entière et ses

trois premières décimales. La division abrégée de Fourrier

donne immédiatement -= 1,273 etc., et en extrayant la

racine carrée de 1,2^3 par excès à moins d'un millième,

on a a:= 1 ,129 avec une erreur moindre qu'un millième.

2°. On détermine x par l'égalité

-^ TZX^ = I .

6 =\/!-



Le quolit'iit - étant plus grand que lunilé, on délenniiie

ses quatre premiers chiffres à gauche i, 9, o, 9 par la

division abrégée de Fourrier, et en extrayant la racine

cubique de 1,909 par excès à moins d'un millième, on

aura .r =: i ,24 ï avec une erreur moindre qu'un millième.

La solution de ces problèmes fait ressortir l'utilité de

la division ordonnée de Fourrier combinée avec la règle

donnée précédemment pour l'extraction des racines par

approximation.

DÉJïO\STRATIO\ DES THÉORÈMES DE M. STREBOR SUR LES

HYPERBOLES ÉQIILATÈRES CONCENTRIQUES.

( Voir t. VU, p. 240 et 245 : questions 176 et 190 ) ;

Par m. Paul SERRET.

\ . Leinme L Si , dans l'équation d'une droite en coor-

données polaires, p = -. , on remplace p pai-^ ' sin w — a ces w a i i

c' et fo par 2W, on obtient l'équation d'une hyperbole

équilatère

h

asmwcosw — «(cos^'w — sm'w)

ayant pour centre lorigine des coordonnées. Donc, dans

ce qui suit, les hyperboles équilatères correspondantes à

des droites données par la transformation indiquée, se-

ront toutes concentriques, leur centre commun étant

l'origine même des coordonnées.

Otte remarque, qui nous conduira à des conséquences^

importantes , est due à ]\I. Strebor qui en a fait le sujel

de la question 190 (t. Vil. p. 240).
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2. Lemme II. Si une droite

b

(0 p = -
^ '

' sinw — acoscj

passe par le point [p = p', o) = o)'), l'hyperbole équila-

tère correspondante

b
(ï') fz=-r
^ ' sin 2 w — a ces 2 &)

passera par le point Ijo =Vp 5
w = — •

3. Lemme III. Si m droites se coupent au même point

(p = p', w = w'), les m hyperboles équilatères concen-

triques correspondantes se couperont aussi au même point.

i a = \'
p' , w= —

j, lequel point sera le point corres-

pondant du point d'intersection des m droites. Evident

d'après le lemme II.

Cas particuh'ers. Si les 7Ji droites sont parallèles, les m
hyperboles équilatères coriespondantes auront mêmes

asymptotes.

4. Lem,me W . Si m points sont sur une même droite,

savoir:

les m points correspondants, savoir :

(f> = s/pi »
w = ^j , . . . , ^p — Vp- , '" ~

~I" )
'

sont sur une même hyperbole équilatère ayant pour centre

l'origine des coordonnées, et correspondante à la droite

des m points.

Démonstration. Prenons l'équation de la droite, elle

sera satisfaite par les coordonnées de chacun des m, points •,

prenons l'équation de l'hyperbole équilatère correspon-

dante, elle sera satisfaite (lemme II) par les coordonnées

de chacun des m points correspondants. Donc , etc.
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Heinaïque. Dans ce qui précède, nous disons que le

point (p, w) est le point correspondant du point (o', o/)

si Ton a

û =z k/o , M = •
' '

9.

5. Lemnie V. Le point co/7e5/?o/z<ia«if du point d'in-

tersection de deux droites est le point d'intersection des

deux hyperboles équilatères concentriques correspon-

dantes.

6, Lemme ^\. Si deux droites se coupent sous un

angle A, les hyperboles équilatères concentriques cor-

respondantes se couperont sous le même angle A.

Démonstration. Soient

sm w — a cosw

b'

sinw — a' cosw

les équations de deux droites. Soit A l'angle des deux

droites ; on aura

a' — a
tangA = ;•

Les hyperboles équilatères correspondantes sont, en pas-

sant aux coordonnées rectilignes, représentées par

nj'-f- ^xy — ax- — b =z o , a'y" -+ 2JCj — a' x^— i'— o.

Soient ai, «, les coefficients angulaires des tangentes

aux deux courbes , à leur point commun d'intersection^

on aura

ax ~ y
X + ay

.

X + a y

Ann. de Mathcmni., t. Vlll. (Juillet 1849. )
'^
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Si A' désit^tif lan^'le des deux lanj^enles, ou aura

a' X — y nx— y
a, — a, X 4- a'y x -\- ay

tang A = = ; 1—
I -\- a, a, [a X •— y) [ax— y)

(x ~f- n'y) [x + ay)

{x'' + JK') («'— a) n' — a
~

(.r'+ y") {\-i^aa')~ i + aa''

Donc tang A' = tang A ; donc A':=A. C.Q.F.D.

Corollaires. \° . Si deux droites sont perpendiculaires,

les deux hyperboles équilatères correspondantes se cou-

pent orthogonalemenl :

2**. Si une droite C divise dans un rapport quelconque

Tangle de deux autres droites A et B, l'hyperbole équi-

latère correspondante C divisera dans le même rapport

l'angle dos deux hyperboles équilatères correspondantes

A', R

.

\
7. ThéorèmI': 1. Etant donnée la base d'un triangle

curviligne formé par trois arcs d'hyherboles équilatères

concentricfues , le lieu du sommet, lorsque Vanglfi fait

par les deux côtés est constant, est une ellipse de Cas-

sini. (Strebor, question 176, t. VU, p. 4^-)

Démonstration. Preno)is sur le plan de deux aNcs fixes

rectangulaires un triangle rectiligne ABC dont la base AB
soit fixe et Tangle au sommet C soit constant. Le lieu dé-

crit par le sommet C sera un cercle dont l'équation sera

y'^ + .r-' + ay -\- bx + r = o, en coordonnées rectilignes
,

et

^ij 0- 4-p(asinw -\-h cosw) -t-c = o, en coordonnées polaires.

La transformation indiquée dans le lemme I nous donne,

comme correspondant au triangle rectiligne ABC dont il
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vient d èiio parlé, un triangle curviligne; A'B'C formé
d'arcs d'hyperboles équilatères ayant leur centre commun
en O, origine des coordonnées; la base curviligne A'B' de

ce triangle étant fixe, et l'angle (7 au sommet constant

(lemme VI).

D'ailleurs [p = p', o) = o)') étant les coordonnées du
point C dans l'une de ses positions, les coordonnées du
point correspondant G seront

d'où l'on tire

ipi'= s/y , wj =

= ;' 7 , w =: 2 '->
I

Or on a

(j'- + p' {n sin w' + b COS w') -f- r = o;

donc, en remplaçant p\ o)' par leurs valeurs p], 2W,,

(2) f î H- pî {^ sin 2 &), + ^-i cos 2 w, ) + r = o
;

ou, en passant aux coordonnées rectilignes

.

(2'
) ( 7 ' + '>^'T -f- 2 a . xj -h b {.r- — y-) -f- r = o,

équation générale d'une ellipse de Cassini rapportée à

deux axes rectangulaires passant par son centre. Or l'é-

quation (2') représente le lieu décrit par le sommet C du
triangle curviligne A'B'C considéré; donc ce lieu est une
ellipse de Cassini

.

C . Q . I'\ D.

Remarque. Dans le triangle rectiligne, l'enveloppe de

la bissectrice de l'angle mobile C est un point situé sur la

circonférence du cercle décrit par le point C; de même,
dans le triangle curviligne A'B'C, si l'on mène à chaque

position du sommet C l'arc d'hyperbole équilatère ayant

son centre en O (origine des coordonnées) qui divise en

18.
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dfux pallies égales 1 angle au suiiiinel, l'enveloppe de

l'arc bissecteur sera un point situé sur l'ellipse de Cas-

sini décrite par le sommet C. La même chose aurait lieu

dans quelque rapport que l'arc d'hyperbole divisât l'angle

au sommet, pourvu que ce rapport fût constant.

8. Corollaires. L'angle curviligne, inscrit dans un

segment déterminé d'une ellipse de Cassini et formé d'arcs

d'hyDerboles équilatères ayant leur centre commun au

centre de l'ellipse, est constant.

Dn triangle curviligne étant formé de trois arcs d'hy-

perboles équilatères ayant leur centre commun en O :

i". Les trois arcs d'hyperboles équilatèies ayant leur

centre eu O et menés par chaque sommet du triangle

perpendiculairement au côté opposé, se coupent en ui>

même point
;

2". Les trois arcs d'hyperboles équilatères ayant leur

centre commun en O, et bissecteurs des trois angles du

triangle, se coupent en un même point. (Strebor.)

Les théorèmes énoncés ayant lieu pour le triangle rec-

tiligne, ont lieu aussi pour le triangle curviligne en

question, d'après les lemmes établis.

9. Théorème IL Dans tout polygojic cun'iligne de m
côtés formé iVaîXS iVhyperboles équilatères concen-

triques, la somme des angles du polygone est égale

à autant de fois deux angles droits qu'il y a de côtés

moins deux.

Remarque. Toutefois, il y aura doute sur la manière

d'estimer les angles du polygone curviligne.

10. THÉORi;ME m. Sipar un point quelconque d'une

ellipse de Cassini , circonscrite à un triangle cmviligne

formé d'arcs... ayantpour centre celuiO de l'ellipse, on

mène des arcs d'hyp . . . perpendiculaires aux côtés du

triangle inscrit ^ les trois poitits d'intersection seront sur
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une mente hjperhoU: èiiiùldlèrc ajanf son centre en O.

liemarque. Le théorème que j'ai donné (t. VU, p. o. i4)

sur le quadrilatère rectiligne inscrit à un cercle, donne

un théorènie correspondant sur le quadiilalère curviligne

inscrit à une ellipse de Cassini.

Le théorème sur les quatre points de rencontre des

hauteurs dans les quatre triangles que l'on peut former

avec les côtés d'un quadrilatère rectiligne, en fournit un

analogue sur le quadrilatère curviligne.

Les théorèmes de Pascal et de Brianchou, et leurs con-

séquences, donnent des propositions analogues pour les

hexagones, les pentagones, les triangles curvilignes in-

scrits ou circonscrits à l'ellipse de Cassini. Il en est de

même d'un très-grand nombre d'autres théorèmes. Ainsi ;

Le théorème de M. Poncelet sur l'enveloppe des cordes

d'un cercle vues d'un point de leur plan sous un angle

droit
;

Le théorème de M. Finck, question 154
5

Le principe sur l'involution de Desargues, en n intro-

duisant dans l'énoncé que des rapports de sinus.

Généralement , tout théorème de collinéation sur des

lignes droites , dans l'énoncé duquel n'entre aucune l'e-

lation entre des grandeurs métriqiies , mais seulement des

constructions de droites d'après des données graphiques,

les angles étant constants ou variables suivant une certaine

loi , donnera toujours un théorème analogue pour le

système curviligne, en remplaçant les droites par des

hyperboles équilatères concentriques.

Note. Les analogies qui existent entre le triangle rec-

tiligne inscrit à un cercle, et le triangle cur%iligne inscrit

dans une ellipse de Cassini , permettent de résoudre facile-

ment la question suivante.

Problème. Etant donnés le centre et trois points d'une

ellipse rie Cassini, construire géométriquemeni la tan-

£;en/c <i la courhe en Vun quelconque de ses points

.
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1 1 . Théorème I\ . Étant données deux hyperboles équi-

latères concentriques -^ soient nni le diamètre commun
aux deux courbes, et mm^ la tangente commune :

1". Le demi-diamètre commun sera moyen géométrique

entre les demi-diamètres aboutissant aux points de con-

tact de la tangente commune (Strebor)
j

•2°. Les diamètres aboutissant aux points de contact de

la tangente commune seront également inclinés sur Id

diamètre commun;
3". Les deux extrémités du diamètre commun et les

deux points de contact de la tangente commune seront les

sommets d'un quadrilatère insciiptible.

Ces divers énoncés, y compris celui de M. Strebor, se

démontrent facilement par la géométrie.

12. Théorème \ . Étant tracés un demi-cercle et le dia-

mètre qui le termine , on inscrit dans la figure résultante

un système de deux cercles tangents entre eux :

i". Le point de contact des deux cercles inscrits

décrira un arc de cercle (théorème connu) :

2°. La droite qui joint les centres des deux cercles aura

pour enveloppe un arc de cercle.

13. Théorème ^ L Étant données deux ellipses homo-

Jocales , si
,
par les deux extrénntés d'un diamètre quel-

conque de rellipse extérieure, on mène des tangentes à

l'ellipse intérieure i la somme des longueurs interceptées

sur chaque tajigente de l'extrémité du diamètre à leur

point de commune intersection sera constante. Pour

deux hyperboles homojocales la différence serait con-

stante.

14. Théorème \ IL Soit un triangle 'variable ARC dont

les trois côtés pivotent autour de trois points fixes si-

tués en ligne droite ^ xi les deux sommets A, B sont

constamment sur une même conique, le sonmiet libre C
décrira lui-même une conique.
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13. Théorème fonél a lif par les polaires léciproques.

Vote. Tous ces théorèmes découlent des méthodes

métamorphiques. [F^oir t. \
, [>. 5o2.) Tm.

^OTE SIR LA PLIS COIRTE DISTANTE DE DEUX POINTS

SITIÉS SIR LA SURFACE DE LA SPHÈRE;

Par m. L. THOMAS,
Professeur de matheniatiques.

Dans les éléments, pour prouver que, de toutes les

lignes tracées sur la surface d'une sphère et terminées aux

deux mêmes points, la plus courte est l'arc de grand cercle

(|ui joint ces deux points; on regarde comme évident

qu'entre les deux points donnés, il y a toujours une ligne

moindre que toutes les autres, et Ton démontre ensuite

qu'on peut trouver une ligne plus courte que toute ligne

qui diffère de l'arc de grand cercle. Le postulatum n'est

pas admissible dans toute sa généralité, puisque, pour

unir les deux extrémités d'un même diamètre, il n'y a

aucune ligne moindre que toutes les autres, il y en a une

infinité d'également courtes. De plus, le mode de dé-

monstration employé ne pouvant s'appliquer à l'arc de

grand cercle
,
pour être logique , il faudrait , avant de con-

clure, faire voir que, par aucun autre tour de démonstra-

tion, on ne parviendra à prouver que lare de grand

cercle n'admet pas de ligne plus courte que lui-même.

Il y a de ce théorème une démonstration directe, plus

simple et qui me semble très-rigoureuse; la voici :

Soient AMR {fig- i5, P^- II) l'arc de grand cercle

et Al^IB nue autre ligne (piolconque lerniinée aux deux
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mêmes points A et B sur la surface d'une sphère donnée;

il s'agit de prouver que la longueur de l'arc AMB est

moindre que la longueur de la ligne AFIB.

Soient C, 1), E des points de cette dernière; joignons-

les entre eux, et aux points A et B par les arcs des grands

cercles iVC , CD, DE, EB , et tirons , en outre, les arcs de

grands cercles AD, AE. Les triangles sphériques ABE,
AED, ADC , donnent les inégalités

arc
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lions ne peul être présenté aux élèves lorsqu'ils ne font

qu'aborder la sphère; mais il est utile de les en instruire

le plus tôt possible. L'oeeasion de généraliser ne doit ja-

mais ^Ire négligée; car Tesprit de la science consiste dans

la généralisation, qui agrandit et facilite tout. Tm.

QIESTION D'EXAMEN SIR LES DIAMETRES

; Voir p. ï34 )

.

1

.

L»' mot diamclre a plusieurs sens: dans ce qui suit,

on appelle (Hainèlre une droite qui partage en deux par-

lies égales un système de cordes parallèles.

2. Théorème, Ine ligne plana (jui a deux diamètres

a nécessairement lin troisième diamètre (lig. 12, PI. II).

Démonstration. Soient OY, OX les deux diamètres

[fig- 12), et soient M, N deux points de la ligne don-

née. Au point M correspondent les deux points Mi , Ma
;

de même. Ni et N, sont les points correspondants de N
par rapport aux deux diamètres. Prenons les points R, S,

correspondants de Mi et Nirelativement au diamètre OY.

Les points I, L, milieux des coi'des NNi, MMi, ont leurs

correspondants, par rapport au diamètre O Y, en F et en

G, milieux des cordes M2R, NgS; donc, comme les trois

points G, F, O sont évidemment en ligne droite , OFG
coupe en parties égales le système de cordes parallèles

M,R, NgS. Donc OFG est un troisième diamètre.

C. Q. F. D.

3. A l'aide de ce troisième diamètre et de l'un des deux

diamètres donnés, on peut en trouver un quatrième, et

ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on rencontre un diamètre

déjà trouvé; ce c[ui peut arrivci- dès le troisième diamètre.
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Obseivation. Cette démonstration simple a été donnée

par M. leprofesseur Choquet, dans son Cours à l'Institution

Mayer. Notre savant collaborateur, M. Breton (de Champs)

,

a bien voulu nous promettre un travail complet sur ce

genre de diamètres rectilignes et curvilignes. Euler n'a

traité que des diamètres coupant les cordes à angle droit.

\OÏE Sl]R L'ANiilE DROIT CIRCOIVSCRIT A HEIX COMQIES.

I. Af + ^xy -f- C.r- H-Dj4-E.r H-F =0,
A'j-^ -+- B'jcj + C'x^ + D'y -i- E'x + F' = o

,

équations de deux coniques, axes rectangulaires;

y -ir ex -\-f =0, tangente à la première conique,

y -f- e'X +f' = o , tangente à la deuxiènae conique

.

Posons

P rrz mx- — ikx -\- l^ P' = jxj^ — 2 tt'j 4- >/,

Q = Xj -f- k' X -h « — mxy, Q' = rcy -\- -' x -{- -j — pt^;v ,

R = my'' — 2 k'y -h /', R' = •,. x' — 2 ttji; + >,

,

L = AE^ — BDE + CD' + F(B' — 4 AC)

,

^-dÊ' ^"~dD' ^-dC' ^-dl'
dL

' = dF'^

les lettres grecques sont relatives à la seconde conique.

Représentons par x ety les coordonnées du point d in-

tersection des deux tangentes 5 on a les deux équations de

condition qui établissent le contact

Pe- — 2 Q^.' + R = o

,

R'r'^— 2Q't''+ P' = o.

/'
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l.t's tangentes formant un angle droit, on a

ee' -i- i = o-j

donc la dernière équation devient

(2) P\'^+ 2Q''e4- R' = o.

FJiminant e. on obtient

(3) {RP' — PK'Y -f- 4 ,;RQ' + QR') (PQ' -h QP') = o.

Le terme le plus élevé de Téquation est nry.- [y^ 4- x-)''
;

donc si l'équation n'a pas de facteur rationnel , le lieu

géométrique du point d'intersection est toujours du hui-

tième degré, à moins que Fune des coniques ne soit une

parabole; car alors m ou a est nul, et l'équation n'est plus

que du sixième degré. Si les deux coniques sont des para-

boles, 1 équation s'abaisse au quatrième degré. Si léqua-

tion a un facteur rationnel du deuxième degré , il doit être

de la forme A [y- 4- x-) -h etc.; donc le lieu géométrique

n admet d'autres coniques que le cercle.

Lorsque les deux coniques se confondent , on a

P' = R, Q' = Q, R'=P,

et l'équation (3) devient

,R + p:;^[(R-P;-'+4Q^] = o;

d où

R 4-P = o,

équation du cercle : théorème déjà connu de Pappus.

Eliminant e entre les deux équations (i) et (3), on

obtient

f'(PQ' + P'Q + RQ' + R'Q = o.

Si Ton a l'identité

PQ'H- P'Q = RQ'-}-R'Q,
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alors le lieu a pour équation

PQ' + P' Q ^ o
;

ridentité donne celle-ci

,

Q'(P — IV = Q'R'- P .

Pour qu'elle subsiste, il faut que /f, A', tt, ti', n, v de-

1
/_/'>_ V , , ,. ., ^viennent nuls, et que =

, c est-a-dire il fautm a

que les deux coniques soient homofocales , et le lieu

devient

rn u. 'X- H- y'') -^ l a ~\- ml' = o ,

équation d'un cercle concentrique aux coniques.

L'équation RP' — PR' = o amène au même résultat^

de même, RQ' -+- QR' = o.

INTERSECTION DE DEUX CERCLES.

Relaliou eulrc la distance des ceiities, la corde commune el les !;uatre

segments de la ligne des centres. Aire dn triangle ;

Par m. g. -.t. DOSTOR,
Docteur es sciences mathématiques.

Théorème I. Lorsque deux cercles se coupent, les

droites qui joignent les extrémités d'un diamètre de la

ligne des centres à un point d'intersection, sont coupées

par la seconde cuxonjérence en segments, comptés à

partir de ce diamètre, proportionnels entre eux, ci dans

le rapport de ce diamètre et de la double distance des

rentres (fig. 16, PI. II).

Démonstration

.

EC : KG :: FC : FH :: FF : 2AK.



(
--^«5

)

Kuetiol, l'angle ECF étant droit, son adjacent (rCll

l'est aussi, et la droite GH passe par le centre B.

Cela étant , du centre B menons sur la corde CH la per-

pendiculaire BO.

Les deux triangles rectangles CEF, BFO sont sem-

blables et donnent la proportion

EC : BO : : FC : FO : : ef : bf ;

d'où

EC : EB + 2 BO : : FC : FC -h 2 FO : : ef : ef n- 2 bf.

Or

EC -I- 2 BO = EC + CG = EG

,

FC 4- 2 FO = CO -h FO = FH

,

EF + 2 BF = 2 AF + 2 BF = 2 AB
;

donc

EC :EG :: FC : fh :: ef: 2AB.

On a de même

KG : KM :: LC : ln :: kl : 2AB.

Corollaire. La rompaiaison des deux dernières pro-

portions donne

ec kc fc lc ^^ „
ég'km--fh-ln-^^^^^ ^" ^^'^^-

Théorème U. Lorsque deux cercles se coupent, le pro-

duit de la distance des centres, par la corde commune

,

est égal à ta racine carrée du produit des quatre seg-

ments de la ligne des centres.

En eflet, de la similitude des deux triangles CEF, CFI,

on lire

EF : EC :: 2CF : 2 ci,

d'où

Ëf'.CD'— Ëc'.4CF';



mais ou a. par le théorème précédenl.

2AB.EG = EG.EF,

2AB.FC=iFH.EF.

Multipliant ces trois égalités membre à membre, et sim-

plifiant, on obtient

Âb'.Cd' = EC.EG.FC.FH.

Or
EC.EG = ER.EL, FC.FH = FL.FR;

donc

AB . CD = s/EK.EL.FK.FL

.

Corollaire. Posons

AB = fl, AC = h, BC = r.

nous aurons

ER= AB -I- AE + BR = rt + /? M- f

,

EL =r EA + AB — BL = è + « — r,

FR r= AB + BR — AF = rt 4- r — /;

,

FL = AF H- BF — AB — 6 + f — «
;

et puisque
, AB X CI , „^ABXCD = 4. = 4 ABC,

il viendra

ABC = y )/{a -h l^-h cj {a-hb — c){a-i-c—b){b-hc — n),

4

pour Vairë du triangle ABC en valeur de ses côtés.

THÉORÈMES Sl]R LES POLAIRES;

Par m. Casimir FOUCAULT,
Élèvp de l'institution Barbet.

Théorème I. Si du centre d'une ellipse ou d'une hyper-

bole oji abaisse une perpendiculaire sur la polaire d'un
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point situé dans le plan de la cour! e, le rectangle con-

struit sur cette perpendiculaire et le diamètre conjugué

parallèle à la polaire pris dans une courbe semblable

concejitrique à la première
j,
passant parce point donné,

est constamment équivalent au rectangle des demi-axes

de la première courbe.

Considérons une ellipse 5 soient P le point donné et ST
la polaire du point P. Supposons que dans l'ellipse sem-

blable, concentrique à AA'BB, et passant par le point

P, OH soit le conjugué de OP. 0> étant perpendiculaire

à la polaire ST, il s'agit de démontrer que

OH X ON = constante = ab.

En effet , nous représenterons le rapport de similitude

parK.0H= Z>'K.

Les deux triangles semblables ONS et OPQ donnent

ON : PQ : : OS : op,

ou
ON : r?'K sin9 :: os : «'RI.

On a
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points de contact au centre est aussi constant. On obtient

donc un quadrilatère de surface constante qui se décom-

pose enjoignant le centre au pôle en deux triangles équi-

valents et de surface constante.

QIESTIOK D'EXAMEN SIR LES ASYMPTOTES
(Voir t. VIII, p. 102;.

TnÉORÈME. L'ne courbe algébrique quia un diamètre

et une asymptote a encore une seconde asymptote.

Démonstration . Prenons le diamètre pour axe des x
et une droite non parallèle à Tasymptote donnée pour

axe des y ; l'équation de la courbe ne renfermera que

des puissances paires de j. Soit m le degré de cette équa-

tion et P,„ la somme des termes de ce degré 5 cette somme

contient nécessairement des ternies en y^ puisqu'il existe

au moins une asymptote non parallèle à l'axe des y.

Faisant -= z, on obtient P,„ = î"'/^(^) ; jjosant /"(z) =: o,

on obtient les directions des asymptotes. Or l'équation

en z est de degré pair et a une racine réelle
,
par consé-

quent elle a une seconde racine réelle. Donc, etc. Cette

seconde asymptote est sujette à la discussion connue.

SECONDE DÉMONSTRATION D IN THEOREME SUR LES

ASYMPTOTES
f Voir t. VI, p. 217 Serret).

1". Lorsqu'une ligne s'arrête en un point, sans conti-

nuer et sans rebrousser, ce point est appelé point d'arrêt. 1

Ainsi dans >- = f"^
, y = xl.r

.,
l'origine est un point
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fl'arrct. On ne peut reneoulrer ces points (jne dans les

lignes transcendantes (**). Dans les courbes algébriques,

chaque point d'une brandie divise cette branche en deux

parties , et la tangente en ce point est à la fois tangente

à chacune de ces parties. Cela a même lieu lorsque le

point de contact est à l'infini : c'est l'objet du théorème

suivant.

1°. Théorème. Une asymptote est toujours tangente

à deux parties de la courbe.

Démonstration. Cherchons la polaire réciproque de la

courbe par rapport à une conique à centre tracée dans

son plan. Le pôle P de l'asymptote est sur le diamètre

conjugué à cette asymptote, et ce diamètre est la polaire

du point de contact situé à l'infini. Donc ce diamètre

touche la polaire réciproque au point P; mais la polaire

réciproque étant algéhricpie, le point P n'est pas un point

d'arrêt; donc le diamètre touche deux parties de la po-

laire réciproque : par conséquent l'asymptote touche aussi

deux parties correspondantes de la courbe.

(*) On Ut dans le Traité de Calcul dijjérenùel de M. l'abbé Moigno que

X
la ligne dont l'équation estr = "rr '•^'"^ '^^"^ points d'arrêts situés sur

l'axe des y de part et d'autre de l'origine et à l'unité de distance (Tome I,

page 20<^; on suppose que yx* n'a qu'une seule valeur.

Ann. de Maihémat., t. Vin..(Acût 1849.) ^9
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SUR LE THEOREME DES POLAIRES A DEUX CERCLES.

P est un point quelconque pris daus le plan de deux cercles donnés; P' est le

point d'intersection des deux polaires de P relaliiement aux deux cercles
5

P et P' sont dits points réciproques : prouver que l'axe radical passe par

le milieu de la droite PP'

( Voir p. 152 ) ;

Par m. gentil,

Chel d'institution, ancien élève de l'Ecole Polytechnique.

A l'aide du principe suivant, démontré par M. Pon-

celet, n° 78, du Traité des propriétés projectiles des

figures , ce théorème devient évident.

« Tous les milieux des cordes de contact qui correspon-

dent à uu même point quelconque du plan d'une suite de

cercles, ayant une sécante commune (réelle ou idéale),

sont distribués sur une nouvelle circonférence, coupant

ortliogonalement toutes les premières » (et j'ajoute : pas-

sant par ce point).

Dans le théorème, PP' est un diamètre d'un cercle cou-

pant orthogonalement les deux cercles donnés, qui a, par

conséquent, son centre sur l'axe radical. Donc, etc.

Je crois cju'il est utile de propager des principes comme
ceux de M. Poncelet.

Remarque. Si, au lieu de deux cercles, on considère

une suite de cercles ayant une corde commune, le point P
a toujours la même réciproque P' par rapport à deux quel-

conques de ces cercles.

Note. i". Soit Aj^H-r)a:/H-Cj'^-hDj-|-Ex+ F=o;
tous les coefficients sont constants, excepté H; toutes ces
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coniques passeiïl par les mêmes qiialie points. Soient

.r', y' les coordonnées d'un point pris dans le plan des

coniques, et or, / les coordonnées d'un point polairement

conjugué, on a

'Lx' — hY' Lr' — /'F' ,

(^^ "= L-..F ' ^= L-..F (^^^^>t.II,p.3o5),.

où

F' = Aj'^ H- ^x'y' 4- Gr'- + Dj' + Ex' + F.

Pour avoir le lieu du point (x, y) , il faut éliminer B
entre les deux équations (i). B monte au troisième degré

dans le terme m F'; mais en éliminant F', on obtient

l'équation

(2) m\yx'— xy') + k' {x — x') -\- k{y' — y) =0,

où B ne monte qu'au second degré. On en déduit

9n Ça? 93 sont des fonctions linéaires en x et j^; et

_ B-J>. 4-4'.

i|/,, i|>2 sont des fonctions du second ordre en x et r.

Substituant B^ et B^ dans les équations (i), on obtient

BP, + P,=ro; BQ, + Q, = o;

Pj, P2, Qi, Qa étant des fonctions en x, y du troisième

degré. Éliminant B, on a une équation du sixième degré

en X et } , et qui représente le lieu cherché.

2". Soit r^ -h jc^ H- Dr + Ejc = o l'équation d'un

cercle j D est constant et E est variable; tous ces cercles

ont deux points en commun. Un calcul facile montre

que le lieu est un cercle.

Z^. Parabole. [j-{-CxY -\- rj -{- sQ^x ^^o] /'et 5 sont

constants et C est variable-, toutes ces paraboles ont trois

'9-



•( 29'>
)

points en commun. J^ équation (a) donne C = — '—f :_

substituant clans 1 une quelconque des équations (i), on

parvient à une ligne du troisième ordre.

QUESTION SUR LA THÉORIE DES FRACTIONS CONTINUES
^

Par m. J.-H. VINCENT,

Professeur au lycée Monge.

Soit- une fraction irréductible; les deux termes de
n

la fraction -— auront A pour commun diviseur le plus
An ^ ^

grand, c est-à-dire que l'opération du plus grand com-

mun diviseur donnera, dans une des divisions successives,

Ji pour diviseur et zéro pour reste. D'où il résulte que,

si Ion représente par ce un nombre très-petit par i^apporl

k k. la fraction sera l'une des réduites de la fraction

Am -\- a

An

Ne s'ensuit-il pas que la division partielle qui donnera

cette réduite donnera en même temps a pour reste, puis-

qu'en faisant a = o, on reproduirait la réduite ?

Réponse : JN'ow.

En effet, supposons la réduite — précédée de ces deux

m' m"
autres —r-,—^-) on aura

// n

m =: m' q -\- m" , n = n' q -f- n"
;

d'où
m m' q -|- m"

n n' q •+- n"
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n I
•

f-iii + y-
1 n- I

•
1

l^oiir rcpioclunc —;
, iJ sullil de loiiir cuiupte du

^ An ^

reste correspondant à q\, soient / ce reste el d le diviseur:

on aura

/•/// + a \' (l 1 d

/i/i
I

r \ „ n' r

OU plutôt

n' /•\ j ,
nui

, , , ,
in\d -\

I -H- l
/" —

A M/ -f- a nul -\- m r

kn nd -f- n' r / n' r\

ce qui lait voir, d abord, que

/ = r/ H
//

Ensuite, quant à la quantité

elle se Iransforine en

nm — mn

h m
km -+- y.

kn kn

d où

r =r :+; n y. .

î^oil pour exemple,

/// = (S, n =5, k ^= Goo , -/ = 3 ;
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km + a 5283 8.660 + 3

kn 33oo

On trouve , en opérant

,

5.660
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respondanls à des nombres ejitieis u l't ii' de vibrations

dans le même temps t \ k étant le plus grand commun divi-

seur de n et h', il se produit un troisième son correspon-

dant à un nombre A de vibrations pendan t le même temps t.

C'est à tort qu'on attribue cette expérience à Tarlini, (|ui

n'a fait que la reproduire, peut-être sans la connaitre. 11

s'ensuit que, connaissant ce nombre A et le rapport rela-

tif m : n des deux sons, les nombres absolus des vibra-

tions des deux corps pendant le lenqjs t sonvhin et A/z.

Cette méthode d'évaluer les nombres absolus de vibra-

tions, due à Sauveur, a été perfectionnée, il y a une quin-

zaine d'années, par un nommé Scheibcl, manufacturier

de soieries à Crevelt, en Prusse. M. le professeur \ in-

cent, connu du public géomètre et dans le monde savant

par d'importants travaux sur la musique grecque, s'est

proposé d'éelaircir par des considérations théoriques

la méthode de Scheibel , et il a été amené à résoudre

quelques questions sur les fractions continues : celle que

l'oxï vient die lire, et encore une autre, proposée dans Icj

Nouvelles Annales, et résolue par JM. Vachette (t. MI,
p. i3). Pour mieux se préparer à comprendre le Mémoire

de l'érudit professeur, on fera bien de lire dans la Bio-

graphie Universelle les articles Sauveuu et Tautini , tous

les deux dus à Prony-

THÉORÈME DE COLLI^ÉATION SIR LE TRLWGLE RECTILIGNE ;

Par m. Félix LAROCHE.

4. Théorème. [Fig. i4, PI. 11.) Soient A, A,, A,

les sommets (Viui trtringle et O un point dans le plan du

triangle; en O, on élève à O A inic /)erpendicid(iire (pu va
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rencontrer le côté opposé Ai A2 en B; on détermine d'une

manière analogue Bj sur AA, et B, sur A Ai 5 les trois

points B, Bi, B2 sont en ligne droite.

Démonstration. Désignons par p, pi, p, les lignes OA .

OA,,OA2;
Par d, 9,, J, les lignes OB, OB, , OB,

;

Par /:», y^,, /?2 les perpendiculaires abaissées de O sur

les côtés opposés aux sommets A , Ai, Ao.

Dans les deux triangles AOB^ , BOA, , les angles AOB,

.

BOA2 sont supplémentaires comme ayant les côtés perpen-

diculaires; ce qui donne

BA,.p
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mn\m de la question 103, m\ les paraboles

IIOMOFOCALES;

Par m. Félix LAROCHE,
Élève du Ivcée de Versailles.

1

.

Leinine. On a trois tangentes à la parabole et qui se

coupent deux à deux. Si l'on circonscrit un cercle au

triangle ainsi formé , il passera par le foyer.

Réciproquement, si quatre points sont sur une circon-

férence, on pourra considérer trois d'entre eux comme
les sommets d'un triangle formé par trois tangentes à une

parabole; parabole dont le foyer sera le quatrième point.

2. Leniine. Quand un triangle est inscrit dans une cir-

conférence , si d'un point de la circonférence on abaisse

des perpendiculaires sur les trois côtés, les ti^ois pieds de

ces perpendiculaires seront en ligne droite.

Réciproquement, si l'on a trois points en ligne droite

et un point extérieur, on pourra les considérer comme les

pieds de trois perpendiculaires abaissées du point exté-

rieur sur les trois côtés d'un triangle inscrit dans un

cercle qui passe par le point extérieur.

Donc ce point extérieur pourra être considéré comme
le foyer d'une parabole à laquelle seraient tangentes les

trois côtés de ce triangle.

3. Tiiéor.è:me. On a tiois paraboles honiofocales dont

chacune est tangente à deux côtés d'un triangle^ on mène
à chacune d'elles une tangente perpendiculaire au côté

quelle ne touche pas ^ faire 'voir que les trois lignes ainsi

obtenues sont tangentes à une quatrième parabole homo-

focale aux trois autres. (Sirebor.)
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Démonstration. Soient ABC [Jlg- i3, PI. 11)^ un'

triangle , O le foyer commun aux paraboles. Une des para-

boles sera tangente aux côtés c et ^; nous connaissons les

pieds P" et P'des perpendiculaires abaissées du foyer sur

ces deux tangentes, et, par conséquent, la droite P"P',

lieu des pieds des perpendiculaires abaissées du foyer sur

les tangentes.

Concevons la tangente perpendiculaire à «5 si du point

O on abaisse une perpendiculaire sur cette tangente, elle

sera parallèle à a. Donc le pied de cette perpendiculaire

se trouvera en 111! à la rencontre de P"P' avec une paral-

lèle à a menée par le point O.

En raisonnant de la même manière pour les autres

côtés, nous obtiendrons les points analogues m et //i", et

le problème revient à démontrer que les trois points //i,

m', m" sont en ligne droite [voir^. apS).

TUEOREME DE MŒBIIS. SIR LA CONlQtE DETERMINEE PAR

cmo POINTS SUR m plan

(Voir t. Vil, p. 106 et 177 ) ;

Par m. LEMOINE,
Professeur à Nantes.

Quelque simple que soit la solution donnée par M. Jules

Leseurre (t. MI, p. 177), la suivante, je crois, l'est

encore plus.

Soient F = o, Fi ;= o les équations des deux paraboles.

L'équation générale de toutes les coniques qui passent par

les mêmes points sera

F-^>F, =0.

Dans le polynôme F comme dans le polynôme F, les
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termes (lu second degré, les axes étant d'ailleurs quel-

conques, doivent former un carré parfait, on aura F^<!
pour tout point extérieur à la première parabole , et F <^ o

pour tout point intérieur. 11 en sera de même à l'égard

de la seconde. Désignons par a et jS les coordonnées du

cinquième point, le coefficient X sera déterminé par la

condition

d'(

F(a, P)+ÀF,(a, p)=0,

-,^„F(«' PI
F,(«,

En sorte que A sera négatif si le cinquième point est à la

fois intérieur ou extérieur aux deux paraboles , et il sera

positif dans le cas contraire. Or

F = (ay -+- bxf -\- cy -^ dx -\- /= o,

F,= (a'j+ h'xV -h c'y -\- d'x -\-f' —o;
d'où

F + XF, = {ay ^- bx)- -f- \{a'y + b'xy

^.{c-^\c')y+{d+ ld')x-\-/-\-\f'

= iV + n'-'\)y''-^i[ab -\- a' b' \) xy -J^ (6- H- b'n)x^ -k- ...~

Il s'ensuit

j (B=— 4 AC)= [ab + a'b'Xf — («^ + a'n) [b' + b'n)

=— [a'b"-ha"b'—iîabc'b')\z=—{ab'— ba'y.y..

La conique sera donc une hyperbole si 1 est négatif, et

une ellipse si 7- est positif. Le théorème est démontré.
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OUESTIOIVS D'EXAMEN D'ADMISSION A L ECOLE

POLYTECHNIQIE EN 1848

; Voir p. -220 ).

31 . Ou donne un cercle et une corde AB dans ce cercle,

du centre C on mène un rayon CD qui coupe la corde ou

son prolongement en F. Trouver le lieu des points M mi-

lieux des segments FD ; donner à priori la tangente en A

et en R (voir t. VI
,
p. 202).

52. Etant données quatre droites dans l'espace, déter-

miner le plan sur lequel leurs projections formeraient un

parallélogramme.

53. Lieu des centres des cercles circonsciits aux trian-

gles rectangles formés en menant d'un point donné M des

sécantes à un angle droit YOX (évidemment une conique).

. 54. De tous les segments appartenant à une même sphère

et ayant même haiiteur, quel est le maximum? ( f'^oir t. I .

Cirodde, et t. V, p. 53^.)

55. De toutes les zones de même surface et à une seule

base, c{uelle est celle qui donne le plus grand segmeni

spliérique.

56. Le côté du décagone régulier est égal à la hauteur

du cône ayant son sommet au centre de la sphère, ei

équivalent au segment sphérique de même hase.

57. Trouver la surface du triangle, en la considérant

comme limite de rectangles dont la hauteur serait le - de
n

celle du triangle ; trouver le volume de la pyramide , du

cône et de la sphère , en les considérant comme limites de

cylindres dont la hauteur est le - àv celle delà pyramide

ou de celle du cône , ou du rayon [xwir t. V, p. 348).
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08. Pai' If foy<M' d une cllipsi- on mène trois lavoius

vecteurs formant deux à deux un angle de 120 degrés
5

1 ' III "/
• x,xdémontrer que - -f- — -f- — = constante [voir t. Vl

,

p. 162).

09. Trois mobiles parlent des points A , B, C avec des

vitesses /", /', /"; à quel moment un des trois sera-t-il à

égale distance des deux autres? [Voir t. VI, p. ^o\.)

60. Démontrer que

I 1.3 3.5 ' (2 « 4- 1
; ^2 7i + 3) . 2 /; -I- 3

(Si c'est vrai pour /î, c'est vrai aussi pour /i h- i.)

61 . On donne
,
par leurs projections , une droite et un

point sur cette droite 5 on propose de déterminer une

deuxième droite telle, que la première, tournant autour

de la seconde, puisse devenir parallèle à la ligne de terre.

62. Si xleux arcs tendent vers zéro, la limite de leur

rapport est celui de leuis cordes.

63. Rayon de la sphère sur laquelle un triangle sphé-

rique dont les angles sont A = 60", B= 120°, C = 48"

a 3 mètres carrés de surface.

64. Déterminer, s'il y a lieu , une hyperbole équilatèrc

dont on donne une tangente et une asymptote. (Equation,

jSay -\- jS^ cos^yx^ -t- \^}. cosyx +- X^ = o ; axes , asymp-

tote et tangente.)

65. Equation de la courbe qui coupe en moyenne et

extrême raison toutes les cordes parallèles d'une parabole

donnée {voir t. ^I, p. 28).

66. x'^— 2,r co§a-+- I = o; x^"— 20;" cos (/?«) -)-i=:o;

toute solution de la première équation est-elle solution

de la seconde.-' [Foirt. Il, p. 5, et t. 1\
, p. oy.)

67. En chacjue point d'un petit cercle dUne sphère on

lui mène uu grand cercle tangent, à partir du point de



contact M, on pi end sur ce grand cercle un arc MP=9o";
trouver le lieu du point P {voir t. MI, p. iSa).

68. Deux grandeurs qui n'ont pas de commune mesure

peuvent-elles avoir un commun multiple?

69. D'un point d'une circonférence, avec un rayon

égal au côté du carré inscrit, on décrit une circonférence ;

évaluer la surface comprise entre les deux circonférences.

70. Un solide renfermé entre deux parallélogrammes

est-il un parai lélipipède.^

71. Etant donné un point dans l'espace, déterminer

un plan tel
,
que la somme algébrique des distances des

points à ce plan soit minimum. (Plan passant par le

centre de gravité.)

72. Lieu des intersections des trois hauteurs dans les

triangles ayant même base et même angle au sommet.

(Evidemment un cercle.)

73. Si par le foyer F d'une ellipse on mène deux

cordes AFB, A'F'B' à angle droit, on a

I t

1- -p^r? = constante.
AB A'B'

74. Trouver x, sachant que sin 5 a = sinx [voir t. \
,

p. 222, 36 (^w)].

75. Quel est l'arc à partir duquel l'accroissement du

sinus est plus grand que le décroissement du cosinus

(à partir de
^ J?

76. Combien y a-t-il de nombres divisibles par B

parmi les nombres A, 2 A, 3 A , ... (B — i) A , BA, les

nombres A et B étant quelconques? [Voir t. III, p. 343.)

77.

arccos.r — arccosj' = A' [ces/.' :=i xy -\- \} \ — x- [\ — j') ]•

78. Volume du parallélipipèdc oblique dont on a les

trois arêtes et leurs angles deux à deux ((Voir t. I, p. 392).
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70. p = hi. Que signifio celle équalion? Coefficienl an-

gulaire de ]a tangeule 5 construclion géométrique de la tan-

gente en un point donné (a)'étant<^ 2 77, faites (j)=(ù'±'ik'K-^

A entier positif; et voù' Rispal, t. U, p. 5n).

80. Etant donné un tronc quadraiigulaire , comment
constater que c'est un tronc de pyramide.'^ suffit-il que les

bases soient parallèles et semblables ?

81. Condition de relation entre les côtés d'un triangle

pour qu'un angle soit triple d'un autre (Yiète).

82. L'hyperbole est-elle la seule couibe telle, que les

segments de toute sécante compris entre la courbe et les

asymptotes soient égaux.'' (Oui , car alors les milieux des

cordes parallèles sont sur une même droite.)

83. Le toit d'un édifice a 69'", 10 de long sur 27^,76 de

large
5
on veut le soutenir par des colonnes équidistantes

et dont la distance est compiûse entre 4 <?t 5 mètres

,

comment les placer ? ( Foù^ p. 246.
)

84. Reste de la division de f{x) par x" dz a". (Rem-
placez dans y (i-), x" par zp a", le résultat est le reste

cherché.)

80. Quelle racine prendre pour solution du problème

de la détermination de la profondeur d'un puits, con-

naissant le temps écoulé entre le moment où on laisse

tomber une pierre et celui où Ion entend l'eau choquée?

[Voir Cournot, Correspondance entre VAlgèbre et la

Géométrie , p. 87, 1847.)

86. Quadrilatère inscrit, connaissant deux sommets

opposés , l'angle de l'un de ces deux sommets et la direc-

tion de la droite qui joint les deux autres (i^o/;- 1. \'III,

p. 98).

87 n 11 H 1 1
V/W-V/(«)

o7 Quelle est la valeur de
^^

^

pour x=a :

v/^(x)_vw
(Fo//- 1. VII, p. 425.)
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88. Trouver le Ji'"""' terme du développement de

(par décomposition en fractions rationnelles).
I — X— X-

89. Que devient la formule fondamentale de trigono-

métrie spliérique quand le rayon de la splière devient

infini (par réduction en séries)?

90. Démontrer que

CCS a H- cos 3 a -+- ces 5 a -j- . . . + COS (2 « -f- I ; X = -

,

2

quand 0.=^ —-—~ [voir t. III, p. 5 18).

91. Quelle est l'enveloppe de la droite dont la sonime

des coordonnées à l'origine est constante? [V^oir t. III,

p. 182, et t. ^'II, p. 2jy.) Loi^sque la i^elation entre ces

coordonnées est du premier ou du second degré , l'en-

veloppe est une conique.

SUR LES POLYEDRES ETOILES

(Voir p. 132),

h'aprés m. Cauchy.

( Journal de l'École Polytechnique, xvi^ cahier, p. 68; 181 3)

\ . « Est-il possible qu'il existe des polyèdies réguliers

» dont le nombre des faces ne serait pas un de ceux-ci

,

» 4î ^5 85 l'^i 20? ^oilà une question qui méritei'ait

>) d'être approfondie, et qu'il ne paraît pas facile de

» résoudre en toute rigueur. » (Poinsot, Journal de

rÉcole Polytechnique , X*^ cahier.)

L'objet de la première partie du Mémoire de M. Cauclw.

la seule dont nous nous occuperons , est de répondre à

cette question de M. Poinsot, et de prouver qu il ne peut

[*] Lu à la première classe de l'Institut, en 181 1.
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t'xistoi (jue neul polyèdres réguliers, savoir : les cinq an-

ciens, les deux de Kepler et les deux de M. Poinsot.

2. M. Caiicliy, au § i5 de son IMéraoire , fait l'obser-

vation qu on peut former tous les polygones d'espèces

supérieures en prolongeant les côtés des polygones régu-

liers de première espèce. Ajoutons que cette observation

a été faite pour la première fois par Kepler. Or, dit

M. Caucliy, les polyèdres d'espèces supérieures dérivent

d'une manière analogue des polyèdres réguliers de pre-

mière espèce, et l'on peut former tous les nouveaux po-

lyèdres réguliers en prolongeant les arêtes ou les faces

des polyèdres réguliers déjà connus. Cette observation

sert de base à la démonstration.

3. Définition. Un polyèdre régulier d'une espèce quel-

conque est celui qui est 'formé par des polygones égaux et

réguliers, également inclinés l'un sur 1 autre, assemblés

en- même nombre autour de chaque sommet.

4. « Soient deux polyèdres réguliers égaux; si 1 on

)) désigne par des n"^ i, 2, 3, 4? etc., les faces corres-

)) pondantes des deux polyèdres, on pourra faire coïn-

» cider le second polyèdre avec le premier, en plaçant

)) l'une quelconque des faces du second sur une face dé-

» terminée du premier, par exemple sur la face n** i du

» premier, et en commençant par faire coïncider dans

» ces deux faces deux quelconques de leurs arêtes. Réci-

» proquement, si deux polyèdres égaux satisfont à la con-

» dition précédente , on pourra en conclure avec sûreté

)) qu'ils sont réguliers : car, puisqu'on pourra faire alors

» coïncider chacune des faces du second avec une face dé-

» terminée du premier, en commençant par faire coïn-

» cider deux arêtes quelconques de ces deux faces , il

» s ensuivra que les diilérentes faces sont des polvgones

» égaux et réguliers ; et puisqu'en faisant coïncider deux

» faces quelconques
,
prises à volonté , on fait coïncider

Ann. de Malhrnial., l. VllI. (Août i84ç).) 20
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1. toutes les autres, on en conclura que les dillérenls an-

» gles dièdres sont égaux, ou, ce qui revient au même,

» que les faces sont également inclinées l'une à l'autre,

» et assemblées en même nombre autour de chaque

» sommet. »

5. Définition. Un ^oX^^one semi-régulier esl celui qui

a 27i côtés tels, que les côtés de rang i, 3, 5,...2/f— i

soient égaux; de même, les côtés de rang 2, 4- • • 2/?; ei

(fue les côtés i, 2, 3. . .« soient respectivement paral-

lèles aux côtés « -h 1 , 7i -h 2 , . . . , 2 7?

.

6. Il y a n manières d'opérer la coïncidence de deux

polygones réguliei^s de n côtés, et autant de manières

pour opérer la coïncidence de deux polygones semi- régu-

liers de in côtés.

7. Tout ce qui précède est învoqué par M. Cauchy

pour démontrer un fait déjà remarqué aussi, comme nous

verrons, par Kepler. En se tiansportant par la pensée

au centre d'un polyèdre régulier d'espèce supérieure, les

plans c[ui comprennent les différentes faces du polyèdn^

présenteront à l'observateur la forme d'un polyèdre con-

vexe de première espèce , c^ui lui sert comme de noyau

,

et ce polyèdre est régulier. « En effet, construisons un

« second polyèdre d'espèce supérieure égal au premier
;

» vous construirez en même temps un second polyèdre

» de première espèce, égal à celui qui formait le noyau

» du polyèdre régulier donné 5 désignez maintenant par

)) des n°' 1,2,3, etc , les différentes faces correspondantes

)) des deux"^ polyèdres d'espèce supérieure , et par les

» mêmes n"^ i , 2 , 3 , etc., les faces des polyèdres de pre-

» mière espèce qui sont renfermées dans les mêmes plans

)) que celles affectées de ces numéros dans les polyèdres

» d'espèce supérieure. De quelque manière que vous

» faisiez coïncider les polyèdres d'espèce supérieure, les

» deux polyèdres de même espèce, compris sous les mêmes
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)) faces, coïuclcleioiil aussi » Par suite (4), les dilîe-

rentes faces des deux polj'èdres noyaux sont toutes égales

entre elles, également inclinées Tune sur l'autre, et assem-

blées en même nombre autour de cliaque sommet. Sup-

posons que le nombre des côtés de chaque face soit égal

à Ji dans les deux polyèdres d espèce supérieure; il y s

donc n manières d'opérer la coïncidence de deux faces

de ces polyèdres, et, par conséquent, aussi n manières

d'opérer la coïncidence des faces correspondantes des deux

polyèdres de première espèce; ces faces sont donc ou des

polygones réguliers de ii côtés ou semi-réguliers de 2«

côtés^ (6); mais n étant au moins égal à 3, o-ii est au

moins égal à 6. Mais il est impossible de former un

polyèdre de première espèce dont toutes les faces auraient

au moins six côtés; donc les faces du noyau sont des po-

lygones réguliers, et ce noyau est uii polyèdre réguliei-

de première espèce.

8. « x'Vinsi , il est donc prouvé que dans un ordre quel-

» conque on ne peut construire de polyèdres réguliers

» d'espèce supérieure qu'autant qu'ils résultent du pro-

w longement des arêtes ou des faces des polyèdres réguliers

» de même oindre et de première espèce qui leur servent de

» noyau ; et que, dans chaque ordre, les faces des polyèdres

» d'espèce supérieure doivent avoir le même nombre de

)) côtés que celles des polvèdres de première espèce. »

Examinons donc, sous ce point de vue, les cinq polyè-

dres réguliers de première espèce.

9. Tétraèdre. Il n'existe qu'une espèce de triangle :

on ne peut donc obtenir de nouvelles faces par le prolon-

gement des arêtes. Chacune des faces est voisine des trois

autres; on ne peut donc obtenir de nouvelles faces par

le prolongement des faces. Il n'existe donc qu'une espèce

de tétraèdre.

10. Hexaèdre. 11 n'existe (|u'une espèce de carré: d<;

20,
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plus, les laces qui ne sont pas voisines soûl parallèles, par

conséquent ne peuvent se rencontrer. Il n'existe don(

cjuune espèce d'hexaèdre.

11. Octaèdre. 11 n'existe qu'une espèce de triangle,

chaque face prolongée rencontre trois autres qui ne

sont ni voisines ni parallèles-, on obtient ainsi huit tiùan-

gles équilatéraux, mais qui ne forment pas un octaèdre

régulier, mais un solide double formé par deux té-

traèdres qui se traversent mutuellement. C'est ainsi que

l'hexagone donne un triangle double [voir p. i36).

12. Dodécaèdre. i°. En prolongeant les côtés de douze

pentagones, on obtient un dodécaèdre régulier de seconde

espèce [voir^. i34, § i3).

i'\ Chaque face rencontre les cinq plans qui avoisi-

nenl la face parallèle opposée-, les deux intersections

forment deux pentagones réguliers de première et de

deuxième espèce, et on obtient ainsi un dodécaèdre de

troisième et de quatrème espèce [voir p. i34).

13. Jcosaèdre. Comme il n'y a qu'une espèce de

triangle, il ny a pas lieu à des prolongements d'arêtes.

Considérons donc la face F et la face F' parallèles et op-

posées \ les dix-huit triangles restants se distribuent ainsi :

[a] Trois triangles ayant une arête comi^iune avec F;

(h) Trois triangles ayant une arête commune avec F'
;

(c) Six triangles n'ayant qu'un angle commun avec F et

se partageant en deux groupes (i , 3 , 5), (2 , 4 , 6) ; dans

chacun les triangles sont également inclinés l'un sur

Fautre
\

[d) Six triangles n'ayant qu'un sommet en commun
avec F', et se divisant de même en deux groupes (i , 3, 5),

(2, 4i 6) formés respectivement de triangles également

inclinés l'un sur l'autre.

Examinons les intersections de F avec ces svstèmes

de triangles. Le système [a] ne donne rien, le système [h]
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(ouriiit un triaiiyli' . et rha(|iR' laco doniiaiil lieu à un

triangle, on formera ainsi lieosaèdre de septième espèec

(voir ^. i34., 1*^) •, chaque groupe du système [c) fournit

un triangle circonscrit au triangle F: mais huit faces

seulement donnent des triangles différents*, de sorte qu'on

construit ainsi un octaèdre régulier de première espèce.

En suivant le système (<^)," on ne peut passer que sur

(piatre faces, et l'on coiistruit un tétraèdre régulier,

î i. Il est donc démontré qu'il n existe que quatre

polyèdres réguliers d'espèce supérieure.

lo. PitOBLÈME, Connaissant les angles que jornienf

deuxfaces adjacentes dans le tétraèdre, le dodécaèdre

et Vicosaèdre de première espèce, trouver l'angle compris

entre deiurfaces quelconques d'un polyèdre régulier?

Solution. Soient a, jS, y, ces trois angles.

1°. Tétraèdre. On a a pour deux faces quelconques.

2". Hexaèdre. L'angle compris entre deux farces esl

nul ou droit.

3°. Octaèdre, i" Deux faces adjacentes, l'angle com-

pris est ~— y.: 1^ deux faces non adjacentes, a ;
3" deux

faces parallèles. 9
•4". Dodécaèdre, i" Deux faces parallèles: 2" (3, pour

deux faces adjacentes; 3" t: — /3, pour deux faces non

adjacentes.

;")". Icosaèdre. 1" Deux faces parallèles; 2" y, poui-

deux faces adjacentes; 3°?:— y, une face et celles qui avoi-

sinent la face opposée ; 4" 1 angle compris entre deux faces

dont l'une nest pas adjacente à 1 autre, ni à la face

opposée, sera représenté par a ou par r — a.

Cette solution est fondée sur les constructions indi-

«juées dans les paragraphes 9, 10, .1 1, 12, i3.

Nous allons transcrire m e.i7e«50 la prop. XX^ I,lib.l],

des Harnionices Mundi.

XXM. PnoPosiTio. Addi possunt co/igrucnliis par-
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j'ectissimis reUnlarihus , duœ etiain aliœ congrueiitice

,

stellaruni diiodeciin planariun pentagonicarimi; et duce

seinisolidce, stellaruni octaiigulœ et decangulœ.

Claudunt euïm pentagoiiicee solidas figuras aculeatas

uudiquej quarum una fit duodecim angularum quinque-

liaeariuni, altéra viginti angularum trilineariuin : illa

trinis angulis insistit, haec quinis siniul 5 illa pulclirius

super angulum erigitur. haec rectius sedet, incumbens in

quinos. In liis etsi forinseeus non apparet regu'are pla-

num, sed ejus loco triangulum sequicrurum pentago-

nicura
;
quina tamcn liujusmodi seniper in unum idemque

planuni cornpetentia, occullum sub soliditate quiiiquan-

gulum, veluti cor suum (*) circumstaut ; faciuntque cuni

eo dictamstellam peiitagouicam, seugermanicoidiomate,

pedem Truitse, Tlieoplirasto Paracelso.signtim sanitatis.

Idea corporis quodammodo eadeni est, quœ sui plani 5 nam
ut in Roc, scilieet in Stella quiriquangula , binoruin sem-

per trianguloruni latera in unam reetam competunt
,
qua;

parte sui interiore fit basis uni exteriori triangulo, latus

vero intirao quinquangulo 5 sic in solido, semper quino-

rura solidd^Um anguloruni triangula siugula œquicrura,

competunt in unani plauiliem, quorum quinque trian^-

lorum seu stellae intima raedulla et cor, quinquangulum,

iit basis in una superstantis anguli solidi^ vel in altéra
,

superstantium quinque solidorum. Est autem tanta co-

gnatioharum figurarum, uuius cum dodecaedro, alterius

cuni icosaedro, ut videantur lire, prœsertim dodecaedron,

trunca quodammodo et mutila, si cum illis aculeatis

comparentur.

Le l'esté est relatif à des solides demi -réguliers.

On voitque Keplerdéduit unpolyèdreétoilédel'icosaèdre

ordinaire, et un seul aussi du dodécaèdre, savoir : le dodé-

^'} C'est le noyau doiil parle M. Caiithy.
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caèdic eloilé de iroisièinc espèce; eu ayant égard aux pen-

tagones éloilés, il aurait pu déduire encore deux autres

dodécaèdres étoiles du dodécaèdre ordinaire. Peut-être

qu'il n'a pas voulu le faire, aliii de ne pas troubler ses

relations imaginaires entre les corps géométriques et les

corps célestes. Il lui fallait un certain nombre de corps

réguliers et pas davantage. Quoi qu il en soit, c'est à

M. Poinsot que nous devons la connaissance de deux

nouveaux dodécaèdres étoiles. On a lieu d'être surpris

que le célèbre géomètre ne fasse aucune mention de Ke-

pler, auteur de la doctrine des polyèdres étoiles. La sur-

prise est d'autant plus fondée que M. Poinsot cite un pas-

sage des Harnionices ,• il est vrai que ce n'estque la citation

d'une citation, car Lidonne, mentionné dans le Mé-
moire de M. Poinsot, rapporte le même passage. Sachant

<^u'un géomètre , ayant nom Kepler, avait traité un sujet

semblable , comment n'a-t-on pas la ciiriosilé de consulter

l'ouvrage ?

Pour faire diversion , iious terminerons ce long exposé

par quelques observations philologiques
,
qui , nous en

convenons, n'ont pas le moindre rapport avec le sujet. Les

Psaumes commencent par Aschré; ce mot hébreu, qu'on

rencontre rarement ; est d'une signification douteuse. On
convient généralement de traduire ce mot par heatus ^ la

forme étant celle d'un substantif pluriel construit, féli-

citâtes serait plus exact. Toutefois , voici le sens des

premiers versets : heureux celui qui ne va pas aux con-

ciliabules des mauvaises gens , cjui n'assiste pas aux réu-

nions des per\^'ers ,
qui ne siège pas aux séances des

gens de rien, ne respectant rien [*) ; il sera comme
l'arbre planté sur le bord des eaux, dont le feuillage

ne se flétrit pas. En d'autres ternies : celui qui ne fré-

'
) C'est le scub dci'tlofipé du mot LctsiiiK

.
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queute pas de mauvaises sociétés ne se corrompra pas.

Cette admonition, faite il y a quelques milliers d'années,

est encore utile aujourd'hui , et peut avoir , comme par-

lent nos Welches, un intérêt d'actualité.

On trouve dans la même collection encore d'autres

pensées de ce genre, où Fou félicite ceux qui font telles

actions et pas telles autres. Jadis, par forme d'exercice

,

j'ai essayé d'écrire en hébreu un psaume à l'usage des

géomètres. Voici le premier verset: Beatiis viatheinatirus

qui procul libris Jiihil legit^ oninia inveiiiet (*).

THEORIE DES PARALLELES;

Par m. Camillo MINARELLI

1 . Leinme. La somme des trois angles d'un triangle

ne peut jamais surpasser deux angles droits.

Démonstration. Legendre a donné une démonstration

rigoureuse, aujourd'hui bien connue, dès la première édi-

tion de sa Géométrie.

Corollaire. La somme des quatre angles d'un quadi^i-

latère ne peut dépasser quatre angles droits.

2. Lemme. Étant donné un trapèze ABCD, rectangle

en A et B, si AD^ BC, l'angle en D est aigu.

Démonstration. Prolongeons BC jusqu'en E, de ma-
nière que l'on ait BC-|-CE=: AD, et menons DE; les deux

angles ADE, DEB sont évidemment égaux, et, par con-

séquent, non obtus, d'après le corollaire précédent 5 donc,

à plus forte raison, ADC<:^ADE est aigu. C. Q. F. D.

(
) Pour les hcbraisants : Aschre haal h'amispar lo kore bsplioriin; ha kot

jimlsa.

('*) Communiquée par M. Angelo Genocchi , de Turin.
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3. Leimtic. Une des trois hauteurs d'un irianirle tombe

dans l'intérieur du triangle.

DétnonsLratioii. Tout triangle a au moins deux angles

aigus; par conséquent, la hauteur qui part du sommet du

troisième angle tombe dans l'intérieur.

4. Lemme. La somme des trois angles d un triangle

est égale à deux angles droits.

Démonstration. Soit ABC {fig. i8, PI: II) un triangle

donné, et BE la hauteur qui tombe dans l'intérieur. Pro-

longeons la base AC , et construisons une suite indéfinie

de triangles CBiCi, CBaCa, C2B3C3, etc., égaux au

triangle ABC 5 de sorte que l'on ait AC= CCi,CBi= AB,

BiC, =BC, et ainsi des autres. En A, élevons à AC
une perpendiculaire AD^BE, et en D une perpendi-

culaire DK à AD; menant DB, l'angle ADB est aigu

(lemme 2) ; de même, si l'on menait DBi, DB2 , etc. ;
donc

la droite DK ne peut entrer dans aucun des triangles ABC,

CBjCi, C1B2C2, eic. Joignons les sommets B, Bi, B2, etc.,

par des droites BBj, BiB,, etc. Prenons sur la droite DR
des points quelconques Dj, D2, D3, etc. (*), menons DjB,

DjBi, D2B1, D2B2, etc. Cela posé, représentons par R
l'angle droit , et supposons que la somme des tr©is angles

du triangleABC soit égale à 2R—J;le pentagoneADDi Bj C
renferme cinq triangles ABD, DBD^, BDjB,, BCBj, ABC

;

la somme des quinze angles de ces triangles ne peut dé-

passer loR — d (lemme \). Les angles autour de B valent

quatre droits; donc la somme des cinq angles du penta-

gone C ne peut dépasser 6R— à.

Considérons maintenant le pentagone ADD2B2C1 ;
ajou-

tons aux angles du premier pentagone ceux du triangle

CBjCi, et ensuite ceux des triangles D1B1D2, B^DaBj,

(*) On peut prendre pour D, , 1), , etc., les pieds des perpendiculaires

abaissées de B, B, , etc. , sur DK.
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BjCilL, la somme totale sera inoiiidie que i4f^

—

'-i-0\

mais les angles eu Dj, en 13i et en C valent ensemble 8R,

donc la somme des cinq angles du second pentagone est

inférieure à 6R — 2 cJ. On démontrera de mèaie que la

somme des angles du ti'oisième pentagone ADD3B3C2 est

moindre que 6R— Zd ; et pour le n"'""' pentagone, la

somme des angles sera moindre que 6Pi— nd. Or n crois-

sant, nd finira*par surpasser 6R, et, par conséquent, on

parviendrait à un pentagone dont la somme des angles

serait négative 5 résultat absurde^ donc ô est nul, et la

somme des angles du triangle ABC est égale à deux droits.

C. Q. F. D.

5. Théorème. Deux droites parallèles étant coupées

par une sécante, les angles alternes-internes sont égaux.

Démonstration. Elle est fondée sur le lenime précé-

dent. Consultez les premières éditions de ]a. Géométrie du

Legendrc.

ANNONCE

Traité n\ARiTHMÉTiQL'E,parM. Jo^e/^/i Bertrand^ maître

de conférences à l'Ecole JNormale, examinateur d'ad-

mission à l'Ecole Polytechnique. Paris, 1849, in-^'* de

•j54 pages.

Pi"emier ouvrage d'un jeune géomètre, qui s est fait

remarquer, depuis longtemps, par de savants Mémoires

dans les hautes régions de la science. Aous étudierons ce

() Tous les ouvrages annoncés dans les Nouvelles Annules de Miiihé-

inaliquci se trouvent chez M. lÎACHtLitu , libraire, fjuai îles Aunusliiis ,
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l'iaité, où l'on rencontre de curieux et dillieiles exercices,

dignes d'examen. L'aritlimologie pénètre enfin dans les

éléments. C'est un progrès.

GRA;\D COXCOIRS de 1849, 10 JllLLET

(Voir t. VH, p. 286, 317).

QLESTIOISS PROPOSÉES.

Mathématiques supérieures {*).

Soient, daus uu plan, une ellipse et une droite située

lioi^s de cette ellipse. On prend sur la droite deux points

jN et jN' conjugués par rapport à l'ellipse (c'est-à-dire

deux points tels, que, si 1 on mène par l'un d'eux des tan-

gentes à l'ellipse, la corde des contacts passe par l'autre) :

cela posé :

i".' Prouver c|u'il existe dans le plan de lellipse deux

points O et O' desquels on voit chaque segment NN' sou.'

un angle droit.

2". On demande le lieu des points O et O', quand la

droite se meut parallèlement à elle-même.

Mathématiques élémentaires.

Etant donné un parallélogramme ABCD, on mène une

droite LL' perpendiculaire à ses deux côtés opposés AB .

CD, laquelle rencontre le premier côté en a et le prolon-

gement du second côté en a' \ cette droite rencontre les

deux autres côtés AD, BC en h et &', et les deux diago-

nales BD, AC en c et c'

.

On demande de prouver que les circonférences des

cercles décrits sur les ti^ois segments ««', hb\ ce' comme
diamètres ont les mêmes points d intersection.

Na{;nére, sficcialcs.
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On pourra examiner si le lliéorèjue aurait encoie lieu

dans le cas où la droite LL' serait oblique aux deux

côtés AB, CD, au lieu de leur être perpendiculaire.

Obseruatioii. Le centre d'inuolution, féconde décou-

verte de M. Chasles, fournit de promptes réponses aux

deux questions. Ce théorème et d'autres analogues sont

maintenant enseignés dans toutes les écoles tant soit peu

soignées, hors France. L'Université de France, seule

dans le monde, repousse officiellement une doctrine et

une terminologie, qui ont triplé la science et dont l'origine

est entièrement française. Cette répulsion est une consé-

quence du célèbre principe de continuité. Eu etî'et, avant

de tomber en enfance, nous tombons en jeunesse. -Or, la

nôtre remonte à l'an de grâce 18005 alors il n'était ques-

tion, ni de pôles, ni de polaires, ni à^harmoniques , ni

à'anharmoniques , etc., etc.; devenus chefs et ordon-

nateurs , nous ne pouvons pas permettreT à la jeunesse

actuelle de nous parler une langue étrangère. Cela me
paraît juste, et à vous?

Quand on se rappelle que le même corps toujours

remorqué
,
jamais remorqueur, a d'abord repoussé Des-

cartes, puis jNewton, puis le système infinitésimal, on

est encore amené au principe de continuité.

Encore une Commission polychrome d'organisation.

On dit que dans le genre Aphidien les femelles viennent

au monde toutes fécondées. De même, chez nous, une

Commission nait toujours grosse d'une autre-, aussi ne

voyons-nous que de fausses couches. Je m'assure que si

Dieu avait confié la formation des mondes à une Commis-

sion, le chaos serait encore à débrouiller. L'immutabilité

et l'ordre admirable qu'on rencontre partout sont la

preuve la plus irréfragable de l'existence d'une intelligejice

unique, d'une volonté unique.
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mXim Dl! PROBLÈME DE GÉOMÉTRIE AMLYTIQllE

proposé au conconrs général de 1819;

Par m. Jules VIEILLE.

Énoncé. Etant données, dans un même plan, une ellipse

cl une droite, située en dehors de la courbe, on sup-

pose qu'on preiïiie sur cette droite divers systèmes de

deux points (a, a') conjugués relativement à l'ellipse, de

manière que la polaire de l'un de ces points a passe par

l'autre «', et l'on propose :

i" De démontrer qu'il existe dans le plan deux points

fixes tels, que de chacun d'eux on voit chaque segment aa'

sous un angle droit; 2° de déterminer le lieu géométrique

de ces points , lorsque la droite donnée se meut parallè-

lement à elle-inème.

Solution. Première partie. Le théorème en question

étant vrai pour une section conique quelconque, nous ne

supposerons pas qu'il s'agisse spécialement d'une ellipse
;

la démonstration repose sur une propriété des lignes du

second ordre , que nous allons d'abord rappeler :

fH
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Lorsque d'un point A
,
pris à volonté dans le plaJi d'une

conique, on mène une transversale quelconque ABB', on

sait que le point A' où cette tFansversale rencontre la

polaire PQ du point A, est le conjugué Larmonique du

point A par rapport aux extrémités B, B' de la corde BB' ;

cette propriété s'exprime par la relation

(•; OR r=OA.OA',

O étant le milieu de la corde. Remarquons que les seg-

ments OA, OA' sont situés d'un même côté de l'origine

commune O.

M-

Quand la transversale ne rencontre pas la courbe, les

points B et B' n'existent plus 5 mais l'analyse continue à

donner, pour les coordonnées du point O, milieu de la

corde imaginaire, des valeurs réelles, en sorte que ce

point existe toujours, et il se trouve à l'intersection

de la transversale AA' avec le diamètre CI conjugué aux

cordes parallèles à cette transversale. L expression ana-

lytique de la demi-corde OB prend la forme p \J
— i

^ son

carré — p'^ est réel et négatif, et les segments OA , OA',



( ;^'J) )

silucs inainU'iianl de cùU'S tlillercnts du point O, sont ik'

signes contraires, en sorte que l'équation (i) subsiste

encore, en grandeurs et en signes.

Cela posé, considérons une droite fixe LL' qui ne ren-

contre pas la conique; et sur cette droite prenons trois

couples de points conjugués («, «'), [h, b'), (c, c'), c'est-

à-dire tels, que la polaire de Tun des points a passe par

Tautrc a'.

11 résulte de ce qui précède, que si l'on mène le dia-

mètre conjugué à la direction LL', lequel rencontre en O
la droite LL', et qu'on désigne par — p^ le carré de la

demi-corde (imaginaire) formée par cette transversale,

on aux^a (eu ne considérant que les grandeurs absolues des

segments)

(^^) 0.7. On' ^ 0/^.0// ^ Oc. Oc'

Donc , si Ton décrit des cercles sur chacun des segments

aa\ bh\ ce' comme diamètres, ces trois cercles auront

une corde commune HOH', dont la moitié OH sera préci-

sément égale à p. Tous les cercles décrits sur les segments
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en nombre iniiui qu'on peut ainsi former sur I.L avec

(les systèmes de points conjugués, se croiseront en ces

deux points fixes H , H' ; et de chacun de ces points on verra

cliaque segment sous un angle droit. C. Q. F. D. (*).

Remarques. I. Les points H, H' existeront toujours,

quand la droite LL' sera située en deliors de la conique,

parce que les segments conjugués (0«, Oa') sont alors,

comptés en sens contraire à partir du point O (l'expres-

sion analytique — p^ de leur produit étant négative). Le

point O est donc compris dans l'intérieur de chaque

segment aa\ hb\ ce'
.,
... ; et

,
par conséquent, les cercles

se coupent tous.

Au contraire , les points H , H' n'existeront plus , si la

droite LL'est sécante; car Ou., On' sont alors d'un même
côté du point O, lequel est en dehors de chaque segment :

et, par suite, les cercles sont ou intérieurs les uns aux

autres , ou extérieurs. Seulement, comme toutes les tan-

gentes menées du point O à ces différents cercles seront

égales en vertu des relations (2) , ces cercles auront un

axe radical comnmn passant par le point O, et cet axe

peut encore être regardé comme une sécante commune.

II. Si la droite LL' était tangente à la conique, les

deux points H, H' se confondraient avec le point de

contact.

Si LL'est une directrice, lundes points H, H' sera le

foyer correspondant.

(*) Les six points {a, a'), [b, b'), (c, c'), sont dits en im'olulioii, et le

point est le point central de l'involution. Les points, de rencontre de la

transversale LL' avec la courbe sont tels
,
que chacun d'eux est lui-même

son conjugué: c'est pourquoi ces deux points (qui sont imaginaires dnns

le cas actuel) s'appellent ^oinii dout/e^ de l'involution. Ils sontcquidistants

du point central.
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III. En général, pour construire ces deux points, il

suffira de décrire un seul cercle sur un segment formé

par deux points conjugués pris sur LL', puis de tracer le

diamètre 10, conjugué h la direction de LL'^ enfin, de

mener du point O une perpendiculaire à LU jusqu'à la

rencontre du cercle

IV. Dans un plan perpendiculaire au plan de la figure

imaginons une circonférence de cercle décrite du point O
comme centre, avec OH pour rayon ^ il est clair que

de tout point S pris sur cette circonférence, on verra sous

un angle droit chacun des segments aa'. bb\ .... Regar-

dons ce point S comme le sommet d'un cône ayant pour

base la conique proposée. Nous nous bornerons à énoncer

le théorème suivant, extrait des Leçons de M. Chasles,

et qu'il est aisé de démontrer par la perspective : Tout

plan parallèle au plan conduit par le point S et la

droite LL', coupera ce cône suivant un cercle dont le

centre sera sur la droite menée du point S au pôle de la

droite LL'.

Seconde partie. Supposons maintenant que la trans-

versale LL' se meuve parallèlement à elle-même, et cher-

chons le lieu géométrique des points H, H'. D'après ce

qui précède, on serait conduit à prendre pour axes coor-

donnés deux diamètres conjugués de la conique , dont

lun parallèle à la transversale. On arriverait ainsi, par

un calcul assez simple , à Féquation du lieu-, mais, pour en

reconnaître les propriétés, il est préférable d'employer

des coordonnées rectangulaires.

Ann de M.-thcwat. , t. VUI. ( Août 18^9 ) ,
2 1
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Considérons d'abord le cas de Vellipse, et prenons pour

axes coordonnés les axes de la courbe

Équation de l'ellipse. . . a^ y- + h" x"^ = a- b\

Équation de la droite LL' j = nix -+- «.

Soient X, Y les coordonnées du point H 5 .r,
, y, celles

du point O
;
ps/— 1 la demi-corde (imaginaire) fournie

par JX', p est, comme on la vu, égal à OH. On a donc

V'i-

Y-j, =--(X
m

11 est aisé d'obtenir Xj ^ yi et p en fonction de l'indéter-

minée n et des constantes données^ puis 1 élimination

de n entre les équations (2) fournira l'équation du lieu.

Si l'on désigne par x' et x"\es abscisses des points d'in-

tersection de LL' avec l'ellipse , l'expression du carré de la

demi-corde imaginaire sera

{x' — a:"y-{i -\-m')-p'=
4

;
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or 1rs équations (i) donnent, par l'élimination de y,

, ,, labsjn- — /i'^ ;

x — X =z y/— I,

(Ml posant, pour abrégei',

/i- = a- m- -\- b-
;

Il est l'ordonnée à l'origine d'une tangente menée à l'el-

lipse parallèlement à LL'^ elle est supposée plus petite

que n. On aura donc

ab \\-\-m-' i~
p =—^^^

Sn^-h-

Quant aux coordonnées x,
,

}', du milieu O de la corde,

on a

a- nin é' nb-

h-
"

a-

m

h-

Ces valeurs, substituées dans les équations (2), donnent

/o, V nn,(b\/n'— /i^— au) i ne'
(3/ X=: -, 5 Y=: X —, a^— b-z=LC^.
^

h- m h-

Bien que nous n'ayons considéré que le point H, les

équations (3) conviennent aussi au point H', en prenant

le radical \ln^ — A avec le signe — . De la seconde de ces

équations, on tire ;i, qu on substitue dans l'autre, et il

vient , après transposition et élévation au carré, l'équation

a-b-c'^m'^

(4) n"-m-y-— o-j7- = —

Elle représente une hypevhole rapportée à son centre et

à ses axes. L'axe transverse est celui des x ^ soient a' et h'

les longueurs des demi-axes, on a

, mac ,, bc ,, ,n'———, //=—-, d où a'^-h b''=zc-;
n n

1 [ .
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Jonc Vhyperbole et Vellipse sont homofocales, et, par

suite, elles se coupent orthogonnlement.

Les quatre points d'intersection , symétriques deux à

deux par rapport aux axes, ont pour coordonnées

"'=-— ' ^''=-t^

deux d entre eux coïncident avec les extrémités D, D' du

diamètre CO : ce qui devait ctre , d'après les considéra-

tions exposées plus haut. On se rend d'ailleurs aisément

compte de la section orthogonale des deux courbes, en

remarquant que lorsque la transversale LU prend la posi-

tion de la tangente DT à l'ellipse, les points H et H' se

confondent avec le point de contact D, et, par suite, la

sécante HH' devient tangente à l'hyperbole ; mais cette

sécante n'a pas cessé d'être perpendiculaire à LL', quel-

que voisins que H et H' soient du point D ^ donc la tan-

gente à l'hyperbole , menée par le point D, doit couper à

angle droit la tangente à l'ellipse.

Les équations des asymptotes sont

am

Ces droites demeurent donc les mêmes pour toutes les

ellipses semblables et concentriques à l'ellipse proposée.

L'équation (4) ne contient le paramètre m qu'au carré :

le Heu géométrique resterait donc le même , si , au lieu des

transversales parallèles à LL', on considérait un système

de transversales
,
pour lesquelles m serait changé en — m

,

c'est-à-dire inclinées syraotriquement sur l'axe des x.

Cette remarque explique le résultat que donne l'équa-

tion (4) dans le cas particulier du cercle. Soit a = b.,

l'hyperbole dégénère en deux droites dont les équations

sont
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CcpoïKliiiil il csl évident ((ii alois J»,- cliamèlio CO devient

perpeudieulaire à LL', cl, par eonséqueul, les points H .

H' sont tous situés sur cette droite unù/iie, dont Téqua-

tion est

I

m

Quant à l'autre droite y= — jt" , elle répond au cas on
" m '

1 on considérerait la direction symétrique de LL' par rap-

port à Taxe des x.

Si dans l'équation (4) on change h^ en — b-, on aura

(5j a' m'^ y"- -\- b- jc- = — Ir = a-vr — y';

équation qui résout le problème proposé , dans le cas où

la conique donnée est une hj perbole j le lieu des points

H , H' est donc alors une ellipse homofocale.

Enfin, si la conique donnée est une parabole, on peut

,

sans recommencer les calculs , déduire encore la solution

de l'équation (4). A cet eiïet , on transportera d'abord

l'origine du centre C de l'ellipse au sommet A , et l'équa-

tion (4) deviendra

n^b'{\-\-m'

(i'/zr -f- /v-

n'/frj- — /'-^--f- -^b-a

puis , si l'on pose

te — y a- — ()- = ->

p étanl une constante, on en lire

Substituant cette valeur de b~ dan^ 1 équation ci-dessus ,

puis divisant par «-, et faisant croître a indéfiniment , on
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trouve à la limite
,
pour l'équation du lieu

,

m- /«'

elle représente une parabole ayant même axa et même

foyer que la proposée, mais dirigée en sens contraire.

CIIVÉMATIQIE. — SIR LES MOUVEMENTS RELATIFS A DES

SYSTÈMES QllELCONOlES;

Par m. de SAINT-VENAMT.

^ 1. — Exposé.

Il est souvent fort utile , lorsque l'on possède les don-

nées nécessaires à la détermination du mouvement d'un

point matériel, regardé comme mouvement absolu, d'en

déduire son mouvement relatif à un système solide se

mouvant lui-même d'une manière quelconque dans l'es-

pace. Le second mouvement une fois trouvé, l'on obtient

immédiatement , si on le désire , le premier, auquel on ne

serait arrivé d'une manière directe qu'avec une difficulté

incomparablement plus grande dans certains cas ('*').

M. Coriolis a donné et démontré, par l'analyse, un

beau théorème servant à faire , d'une manière générale
,

la déduction dont nous parlons [**)•

M. Bélanger [***) et M. J. Bertrand [****) l'ont dé-

(*) Par exemple, dans le cas où le point matériel glisse dans un tuyau

tournant, ou dans un autre appai'eil mobile.

(**) Journal de l'École Polytechnique, xxiv^ cahier ( i835), pages it\î

à i48; ou mieux , Traité de la mécanique des corps solides et du calcul des

machines, i8/|4; n°^ 27 a. 29.

(***) Cours de Me'c<rn(V/u<?^i847 ; n°5 256 à 266.

(*»•*) Journal di- VÉcole Polytechnique, xxxu® cahier ( i8'|8), pages i '(9

à i5/(.
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iiionlré depuis, presque sans calcul , eu s'appuyant seu-

lement sur Texpression algébrique de l'espace parcouru

eu vertu d'un mouvement uniformément accéléré com-
posé avec un mouvement uniforme; ce (jui revient à rem-

placer, par de petites pai-aboles, les portions de trajec-

toires décrites dans l'espace et dans le système mobile,

pendant un temps infiniment court (*).

Bien que la démonstration de M, Bertrand , fondée

ingénieusement sur une considération de mouvements

fictifs introduits par Clairaut (**), ait un haut degré de

simplicité, j'ai pensé qu'on pourrait en voir avec intérêt

une autre qui tire directement le tliéorème de Coriolis

des premières notions de la mécanique, ou plutôt, des

définitions mêmes formant la base de la cinématique (***)

ou géométrie du mouvement. Cette démonstration se

borne (n° \'I ci-après) à mettre en regard, pour chaque

trajectoire, deux de ces éléments rcctilignes etparcoui'us

uniformément, qu'il faut bien toujours considérer pour

y avoir deux vitesses et la force à laquelle on attribue

leur différence. Elle s'étend au cas où le mouvement dont

on possède les données est relatif, comme l'autre, à un
système qvi'on ne suppose point immobile, et même au

cas où les deux systèmes auxquels on rapporte le mouve-

ment du point matériel ne seraient point invariahles , ou

se composeraient de points dont les distances mutuelles

( ') Il y en a encore une démonstration assez brève dans un Mémoire lu à

l'Académie, le i5 septembre i8/|5 [Comptes rendus, t. XXI, p. C23) : elle

est fondée sur l'emploi d'une sorte de diflerentiation qui comprend à la

fois les changements de grandeur et les changements de direction des

lignes dans l'espace. Mais on peut la dégager facilement du nouvel algo-

rithme proposé, en raisonnant sur une figure.

(**) Mémoires de l'Académie des Sciences, 17/12.

(***) On sait que ce nom a été proposé par Ampère {Essai sur la phi-

losophie des Sciences, i834; i""^ partie, p. 5o) pour désigner la science du

mouvement considéré en lui-même et indépendamment de ses lois phy-

siq\ies, ou , comme on dit , des ses causes.
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ne restent pas les mêmes, ce qui rend le théorème plus

général

.

II. — Définitions

.

Voyons bien , d'aboi^d , comment on doit entendre le

mouvement d'un point relativement à ces divers systèmes

supposés mobiles les uns dans les autres , lorsqu'on s'as-

treint , comme nous ferons , à ne raisonner que sur des

choses observables , telles que des distances mutuelles de

points ^ et lorsqu'on ne s'occupe aucunement du moui^e-

ment absolu, que l'un des systèmes peut posséder dans ce

qu'on appelle l'espace immobile, ni même de savoir si

ce mouvement et cet espace, dont on n'a pu encore assi-

gner les repères fixes , sont quelque chose de réel , ou

bien de pures créations de notre imagination (*).

Pour arriver à connaître la suite des distances où se

trouvent les uns des autres les divers points des corps

,

ce qui est l'objet général de la mécanique, on en choisit

d'abord quelques-uns dont les distances mutuelles sont,

ou constantes, ou connues d'avance pour tous les instants

,

et l'on détermine les distances successives des autres à

ceux-ci, pour en déduire géométriquement toutes les

distances cherchées.

Système. C'est l'ensemble des points ainsi choisis,

pour y rapporter tous les autres, qui constitue ce que nous

appelons un système de comparaison ou de rattachement.

Tel est notre globe terrestre : tel peut être tout appareil

solide, comme un navire, ou une roue hydraulique^ tel

peut être , même, avec utilité dans certains cas, un cou-

rant fluide étudié d'avance, et dont les diverses parties,

(') Laplace semble reconnaître notre complète ignorance à cet égard

[MccaniffUe céleste, art. i ).
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on glissant parallèlement les unes devant les autres , ehau-

gent de distanee mutuelle suivant une loi connue (*).

Milieu. Bien que trois points sufliscnt à la rigueur pour

remplir cet objet, il est commode d'embrasser dans chaque

système tous les points géométriques compris dans une

étendue indéfinie. Cela est bien permis, en supposant tous

ces points liés à ceux primitivement choisis, de sorte que

les distances des uns aux autres restent , ou constamment

les mêmes, ou soumises à une même loi de changement

continu avec le temps. Nous pouvons regarder ainsi

,

avec M. Saint-Guilhem (**) , tout système comme un

milieu indéfini , dont chaque point coïncide successive-

ment avec différents points des autres milieux ou sys-

tèmes , et est toujours retrouvable dans le sien à un instant

donné
,
parce qu'il est caractérisé , à chaque instant

,
par

ses distances aux points reconnaissables du même système.

Dès lors, le mouvement dans un système ou milieu

quelconque peut se concevoir très-facilement, sans penser

seulement à l'existence du mouvement dit absolu, et sans

regarder, ainsi qu'on le fait quelquefois, tout autre mou-

vement comme n'étant qu'une apparence , une illusion

d'un observateur entraîné à son insu avec un système. El

nous pouvons donner la définition de tout ce qui s'y rap-

porte sans parler, non plus , de ces axes ou de ces plans

coordonnés fixes ou mobiles , dont la considération n'est

utile qu'au moment où l'on sort des généi'alités pour

passer au calcul analytique des grandeurs particulières à

chaque cas.

(*) C'est plutôt, alors, l'ensemble des centres de gravité des éléments

ou groupes moléculaires fluides
,
que l'on prend pour système de ratta-

chement , car les molécules individuelles ont des mouvements impercep-

tibles bien plus compliqués; et ce sont surtout ces derniers mouvements

qu'il est utile de rapporter à un pareil système.

(**) Mémoire sur le mouvement d'un système de points matériels dans un

milieu absolu et dans un milieu relatif; brochure publiée chez Paya, a

Toulouse, vers iS^^^.
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m. — Suite des définitions.

Mouvement et repos. Tout point matériel m , étranger

à un système ou milieu A, occupe à chaque instant,

comme l'on voit, un des points de ce milieu ou système.

On dit qu'il est en repos dans A , ou relativement à A , s'il

y occupe constamment le même point, ou si ses distances

aux autres points de A suivent la loi de constance ou de

variation continue particulière à ce système. Il y est en

mouvement, si, aux divers instants qui se succèdent, il y
occupe des points différents.

Trajectoire. Dans ce dernier cas, la suite des points

ou emplacements qu'il y a occupés , ou y occupera, forme

la trajectoire du mouvem.ent de m dans A ou relativement

à A ; trajectoire ou sillon dont la forme reste constante si

le système est invariable.

Vitesse. La vitesse du mouvement du point matériel m
dans le système ou milieu A , ou la vitesse de m relative

à A, est, pour un instant donné, une ligne droite finie

dont la direction est celle de l'élément infiniment petit de

la trajectoire, parcouru entre cet instant et un instant

suivant; et dont la grandeur est le quotient de cet élé-

ment par le temps, aussi infiniment petit, écoulé entre

les deux instants. 11 est inutile de dire que si , ce que nous

supposons, le mouvement de m dans A est soumis à la loi

de continuité, cette direction et cette grandeur de la

vitesse sont les mêmes, quelles que soient les longueurs de

l'élément et du temps mis à le parcourir, pourvu qu'elles

soient infiniment petites, et comptées , l'une à partir du

même point de la trajectoire, l'autre à partir de l'instant

où m occupait ce point.

Force (envisagée cinématiquement). La comparaison

géométrique, dans un môme milieu, de deux vitesses dif-

férant infiniment peu de grandeur et de direction, donne
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ce qu'on appelle la Jorcc regardée comme capable de

changer Tune de ces deux vitesses dans l'autre pendant

un temps infiniment court. La force (accélératrice et dé-

viatrice) considérée d'une manière purement géomé-

trique, ou indépendamment de toute idée métaphysique de

cause seconde efficiente, n'est autre chose qu'une certaine

ligne droite finie af^fig. i) ayant pour direction, dans un

milieu, celle de la ligne infinitésimale ad qui , composée

avec la première vitesse ah ^ donne pour résultante géo-

métrique une ligne ac égale et parallèle à la deuxième

vitesse; et ayant pour longueur le rapport de cette petite

ligne ou vitesse gagnée «rZ, au temps, aussi infiniment

petit, pendant lequel s'opère ce gain, ou la transfor-

mation de la vitesse ah en celle ac.

fis-

i[.

La. force est, si l'on veut , la résultante géométrique de

la deuxième vitesse ac composée avec ah' = — ah , ligne

égale et contraire à la première vitesse 5 cette résultante

étant divisée par le temps pendant lequel celle-ci est

devenue celle-là

.

Ordinairement les deux vitesses sont celles du même
point mobile à deux instants qui se suivent. On sait que

pour un certain système (celui-là même où les mouve-

ments sont dits absolus) la force qui donne ainsi la suc-

cession des vitesses de chaque point est composée géomé-

triquement , à chaque instant , de lignes dirigées vers les

autres points matériels , et ayant des grandeurs qui dé-

pendent des distances actuelles de celui-là à ceux-ci. Mais
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cette loi sort de la cinématique, et appartient déjà à la

mécanique physique, ainsi que la deuxième loi générale

en vertu de laquelle les lignes composantes ou /brce.s -

partielles dont nous parlons , opposées deux à deux pour

des points différents, sont rendues égales aussi deux à

deux lorsqu'on ^ les multiplie par certains coefficients

appelés masses de chaque point. Nous n'aurons pas besoin

d'invoquer, dans ce qui va suivre , ces deux grandes lois

au moyen desquelles on peut établir toute la mécanique

sans parler ni de causes de mouvement , ni de qiuuititcs

de matière, ni de repos absolu. Aussi nous pourrons

faire abstraction de la masse de notre point matériel ; nos

forces seront, si l'on veut, les forces totales ordinaires

sollicitant l'unité de masse du point considéré.

IV. — Problème.

Ceci convenu , il est évident que l'on pourra construire

.

par ses éléments successifs, toute la trajectoire du mou-
vement d'un point matériel dans un milieu quelconque , si

l'on connaît, avec son point de départ et sa 'vitesse initiale

dans ce milieu, toute la suite àes forces qui modifient la

grandeur et la direction de cette vitesse. Le problème de

la détermination, par ces données, de son mouvement

dans un deuxième milieu , ou le problème posé au com-

mencement du n° I, se réduit donc à ceci :

« Etant donnés
,
pour un instant quelconque , la vitesse

)) animant un point matériel m dans un système ou mi-

» lieu A où il se meut , et la force qui donne le cliange-

» ment de cette vitesse du même instant au suivant, en

)) déduire sa vitesse et sa force relatives à un autre sys-

)) tème ou milieu B (tel qu'un appai^eil solide ou une

» masse fluide) dont les divers points ont des mouvements

)) connus dans le premier. »

Nous le résoudrons immédiatement en nous représen-

tant [fig. 2) un ensemble de points géométriques appar-
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tenant tous au système A, mais occupés, à trois instants

successifs, tant par le point mobile m étranger aux deux

systèmes, que par les points du système B ayec lescpiels

ce mobile a coïncidé aux mêmes instants^ et en y appli-

(piant simplement les définitions données ci-dessus (n" III)
,

pour les vitesses et les forces.

?Sous supposons les trois instants séparés par deux

intervalles de temps égaux et infiniment petits, dont nous

appelons dt la durée.

a, b', c" sont les emplacements occupés dans Apar le

mobile m au premier, au second et au troisième instants.

En sorte que ah', h' c" sont deux éléments consécutifs

de la trajectoire dans le premier système.

fig. o.

J^vwUlem<^^"^^'

a, b, c sont les emplacements occupés , aussi dans A

,

et aux trois mênies instants, par le point du système B qui

coïncidait en a avec le mobile m au premier instant.

De même a\ Z>', c' et a\ b'\ c" sont les emplacements

occupés, aux trois instants (toujours dans A)
,
par deux

autres points de B, savoir celui qui coïncidait avec m
en b' au second instant, et celui qui coïncide en c" avec

le même mobile m au troisième instant.

Il en résulte que h, b', b" sont des emplacements

occupés simultanément, à l'instant intermédiaire, par
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les trois points de B dont nous parlons, et avec lesquels /;/

s'est trouvé ou se trouvera en contact au premier, au

second et au troisième instant.

bb' b" est donc une portion de la trajectoire de vi dans

le milieu B; et bb' ^ b' b" sont les deux éléments de cette

trajectoire parcourus dans B pendant le premier et pendant

le second temps dt.

On peut remarquer que aa' a'\ ce' c" sont la même
portion de trajectoire pour les situations qu'occupent les

points du milieu B dans celui A l'instant d'avant et l'in-

stant d'après. Mais nous n'aurons pas besoin de considérer

la trajectoire relative à B dans ces deux positions, car,

alors, ses éléments ne peuvent différer en direction et en

grandeur de ceux bb\ b' b" que de quantités infiniment

petites d'ordre supérieur, négligeables dans ce qui va

suivre.

V. — Relation des vitesses.

Si l'on divise
,
par la durée r/f , les espaces ab' ^ bb' par-

courus dans A et dans B du premier instant au second, on

a respectivement, d'après les définitions (n° III), les

vitesses du mobile relativement au système A et relative-

ment au système B , au premier instant.

Or le triangle abb' montre que ab' est résultante géo-

métrique de bb' et de ab son troisième côté. Divisant aussi

ce côté par dt pour avoir une vitesse , on voit déjà que :

« A un instant quelconque, la vitesse du mobile ni

» dans le milieu A est composée de sa vitesse dans le

» milieu B , et de ce que Coriolis appelle la vitesse de

)) V entraitieinent exercé sur ce mobile par B , c'est-à-dire,

» de la vitesse supposée connue que possède , dans A , le

)) point du milieu B momentanément occupé par lui. »

Ou, que :

« La vitesse du mobile ni , relativement au système B

,
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» s'ubiient en prenant la résultante de sa vitesse relative-

» nient au système A
,
et d'une vitesse égale et contraire

» à celle qu'il aurait s'il restait en coïncidence avec le

» même point de B. »

^ I. — Relation des J'orces.

Comme le triangle h' h" c" montre que

b' h" est la résultante de h' c" et de — b"c",

de même que celui abh' a indiqué que

— bb' est la résultante de — nb' et de -h ab

on a, en composant ces deux résultante ensem'ble, et

en ajoutant Z>c, — hc . ce qui ne change rien au résultat,

la relation suivante :

, ^
de b' c" composée avec — ab',

de — bc composée avec ab

,

et de — b " c" composée avec bc
,

relation dans laquelle on peut remplacer — h" c" com-
posée avec hc par

— a" b" composée avec ab
^

car ces deux résultats partiels de composition ne peuvent

b' b" composée avec — bb'

est résultante. . . .
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tliirérer que d'un infiniment petit d'ordre supérieur et

négligeable.

Divisant tout par ( J/) ^ on a une relation de forces , car

une première division par dt transforme en vitesses les

sept éléments de trajectoires, supposés conserver leurs

directions en décrivant aussi des lignes finies, et une

seconde division faite de même par dt change en quatre

forces les quatre petites lignes provenant de la compo-

sition de vitesses avec d'autres vitesses infiniment peu

différentes prises en signe contraire (n'' III).

On a donc ce tliéorème généi^al , s'appliquant indiffé-

remment aux milieux vaiùables ou invariables, et com-

prenant comme cas particulier celui de Coriolis :

« La force qui produit (ou qui mesure) l'accélération et

» la déviation actuelles du point mobile îu dans le mi-

» lieu B , est résultante de la force qui modifie de même
» sa vitesse dans celui A, et de deux autres forces, la

» première égale et contraire à celle qui modifie la vitesse,

» dans A , du point de B en coïncidence actuelle avec le

» mobile m, et la seconde égale et contraire à celle qui

» serait capable de changer, dans un temps extrêmement

» petit, la vitesse actuelle de ce point de B en la vitesse

» contemporaine d'un autre point de B , savoir celui avec

» lequel le mobile m ira coïncider après un temps double,

M en vertu de sa vitesse actuelle relative à B. »

Il résout, avec le théorème du numéro précédent relatif

aux vitesses , le problème général du n" I\ , car les deux

forces à ajouter sont connues, puisqu elles dépendent des

mouvements supposés connus des points du milieu B
dans le milieu A.

On doit remarquer que ce théorème et celui du numéro

précédent, donnent non-seulement la grandeur de la force

et de la vitesse attribuables actuellement au mobile /;/

dans le deuxième système B^ mais, aussi, les directions
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tle cette force et de cette xntesse dans x\^ pour la siluution

actuelle des points de B dans ce dernier système (*).

^ 11. — Cas des systèmes invariables.

Maintenant si, comme l'ont supposé tous les auteurs,

et comme cela a lieu le plus généralement, A et B sont

deux systèmes dans chacun desquels les points restent

sensiblement aux mêmes distances les uns des autres,

comme les points des corps solides , la seconde des deux

forces à ajouter peut recevoir une autre expression.

On sait, en effet, qu'alors la vitesse possédée dans le

système ou l'espace A
,
par un point quelconque du so-

lide B, se compose de la vitesse contemporaine de tout

autre point de B, et de la vitesse duc à une rotation du

solide B autour d'un axe instantané passant par son

second point (**)•

(*) Le théorème ancien des vitesses, dont nous avons cru devoir rap-

peler la démonstration au numéro précédent, me paraît être implicite-

ment invoqué dans les diverses démonstrations, citées ci-dessus, du

théorème des forces; car lorsqu'on calcule une force au moyen d'un petit

déplacement ou espace parcouru , il faut s'être assuré d'abord si ce dé-

placement n'est pas dû en partie à la vitesse que le mobile possédait au

commencement de l'action de cette force, et cela exige que l'on sache ce

qu'est cette vitesse relative au système nouveau.

(**) Voici l'une des démonstrations que l'on peut donner, sans calcul ,

de ce théorème de cinématique.

Considérons le mouvement du corps B, non plus dans le milieu A,

mais dans un milieu A' dont tous les points sont supposés avoir, dans A ,

pendant dt, des vitesses égales et parallèles à celle d'un point O de B, en

sorte que O y soit fixe ou en repos (n» II), et que les autres points ne

tassent que tourner autour de lui , en suivant des directions perpendicu-

laires à leurs lignes de jonction à O. Par ce point O et par les emplace-

ments qu'occupent dans A', au commencement de dt , deux autres

points M, M' du corps B, menons deux plans respectivement perpendicu-

laires aux mouvements de ces deux points M, M' dans A'. Pendant lo

temps infiniment petit dt , tout point P de la droite suivant Icquelle ces

deux plans se coupent, restera h une distance constante, soit de ]\I, s(>it

Ann. de Malhcmal., t. VUI. (Septembre iS^f).) ^2
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Celle-ci est le produit Je la Nitesse angulaire actuelle

Je la rotation de I) (la même auloui' de tous les axes)
,

par un rayon de rotation qui n'est autre chose, évidem-

ment, que la projection de la ligne de jonction de ces

deux points sur le plan de rotation, c'est-à-dire sur un

plan perpendiculaire aux divers axes instantanés , c|ui

,

pris au même instant, sont tous parallèles.

Or nos deux points b" et Z>, ou a" et a [n^ \I) ont

pour ligne de jonction l'espace parcouru par le mobile m
en vertu de sa vitesse relative à B , dans un temps double

de celui de Faction supposée de la force que nous voulons

exprimer. On a donc cet énoncé, où nous avons rétabli la

masse du mobile m :

« Pour avoir la suite du mouvement d'un point mo-

» bile m relativement à un milieu invariable li qui se

» meut lui-môme dans un premier milieu A , aussi inva-

» riable, il faut ajouter à chaque instant, aux forces

» supposées connues qui l'animent dans A , une force

» égale et contraire à celle dont il y serait animé s'il

de M', et aussi d'un iroisième point de B, le point O. Donc cette

droite OP, qui est fixe dans A' comme les deux plans, appartient tout

entière au système invariable B , et ce système ne fait que tourner autour

d'elle dans A' pendant dl. Le mouvement de tout point de B dans A se

compose : i*> de celui qui vient de cette rotation; 3° de la translation gé-

nérale de A', ou du mouvement de O dans A, ce qu'il fallait démontrer.

11 est facile de voir, aussi , en considérant successivement des mouve-
ments de rotation autour de deux axes tirés dans B parallèlement entre eux

,

que ,
pour tout point de B situé dans leur plan , et , par une suite nécessaire,

pour tout autre point de ce système solide, une petite rotation autour de

l'un des axes produit le même déplacement qu'une rotation de même
angle autour de l'autre, en y ajoutant une translation générale des points

de B suivant de petites lignes toutes égales entre elles et perpendiculaires

au plan des deux axes. D'où l'on conclut que toutes les droites menées

dans B parallèlement à un axe instantané de rotation sont d'autres axes

instantanés; que la rotation angulaire est la même autour de tous , et que

la translation seule différn de l'un à l'antre, en direction comme en

grandeur.
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>i loslait uni ;iu puiiil de B avec li-qucl il coïuciflc acluel-

)i U'iuont, et, do plus, une autre force, perpendiculaire

» à la fois à la direction de la vitesse du même mobile

» relative à B pour la situation actuelle de ce dernier

» milieu dans celui A , et aux axes instantanés de la rota-

'> tion de H dans A. L'intensité de cette dernière force

» est double du produit de la masse du point mobile par

') la vitesse angulaire de rotation de B et par la vitesse du
•1 mobile relative à B, projetée sur le plan de rotation

•') pei^pendiculaire aux axes. Le sens dans lequel elle agit

1) est opposé à celui suivant lequel le point B , actuelle-

») ment occupé par le mobile, tourne autour de celui

1) qu'il occupait l'instant d'avant. »

C'est le théorème de Coriolis, qui a appelé la première

force additionnelle, force d'entrainement, et la seconde,

force centrifuge composée (*).

(") Il a donné ce dernier nom à la seconde, à la suite de considérations

revenant à cette remarque,- que [Jig- z) h" c" composé avec — bc , ou (à
cela près de quantités négligeables) deux fois le résultat de la compo-
sition de £ ' c ' avec — bc, est la même chose que deux fois le résultat de la

composition de ce' avec — bb', puisque le quadrilatère bb'c'c montre

que la résultante de 6i' et de i'c' est la même que celle de bc et ce' :

d'où il suit
,
puisque ce' a la même longueur que bb' et n'en difi'ère qu'en

direction lorsque les deux systèmes de rattachement sont invariables, que
la deuxième force additio)inelle est une force capable de faire éprouver à

bb'
la vitesse relative à B , qui est -j— , non pas un changement de grandeur,

mais un simple changement de direction , dû à la rotation du système B
supposé entraîner avec lui la droite représentant cette vitesse. En cela

cette force, bien qu'oblique au rayon de la rotation, est analogue à la

force centrifuge, qui a pour propriété de changer aussi la direction et

non la grandeur de la vitesse du mouvement de rotation d'un point.

C'est cette force qui fait tomber sur la terre, prise pour système B, un
corps pesant un peu à l'orient du pied de la verticale tirée de son point de
départ supposé très-élevé.

Elle disparait lorsqu'on se sert du théorème général pour poser une

équation de forces vives dues aux vitesses relatives à B.

La premièie des deux forces ajoutées ne laisse pas d'avoir aussi de rann-

22.
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Vm. — Scolie.

La démonstration élémentaire que nous avons donnée

de ce théorème au n° VI, en le généralisant, a découlé

de la simple vue des relations nécessaires de position

qu'ont entre eux les emplacements occupés consécutive-

ment par le mobile dans les deux systèmes. JNous avons , en

la présentant, accordé tout autant de réalité au mouve-

ment dans l'un qu'au mouvement dans l'autre. Nous

n'avons invoqué ni fictions, ni apparences.

Peut-être que, tout en n'excluant point absolument

l'usage quelquefois aussi utile qu'ingénieux de ces der-

nières considérations , on ti'ouvera que notre manière de

procéder, qui consiste à mettre sous les yeux , comme en

un tableau, les faits réels, pour tirer directement leurs

conséquences, offre quelques avantages, et est propre à

faire probablement disparaître le danger qu'on a remarqué

dans les raisonnements dits à priori, ou à éviter, sans

recourir aux formules, des erreurs comme celle que

M. Bertrand a lucidement signalée dans le raisonnement

fait, il y a un siècle, par un illustre géomètre.

logie avec la force centrifuge , et peut-être même plus que la seconde , car

elle se réduit identiquement à la force centrifuge quand le mouvement du
système B dans A se réduit, pendant les deux intervalles d'instants, à une

rotation uniforme, avec ou sans une translation aussi uniforme, comme le

mouvement d'une roue hydraulique ou d'une roue de voiture; et c'est là

le cas le plus ordinaire de la pratique.
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SIR LES FRACTIONS CO^TINIES;

Par m. g. EISENSTEIN.

(Journal clo M. Crelle, t. XXVIU, p. :^8 , i8.'('i; en IVaiiçais.

Pour le cas où n est un entier impair, m désignant une

racine primifive de l'équation w"— i = o, M. Gauss a

donné la formule

_!„(„_,)

= (, _ „)(l — w=) (l — o.%1. . . . (l — «"-')
;

en transformant ce produit dans la série suivante

,

I— w (l— w)(l— w^) (l— w)(i— w-')(l— w*)

'
"^ 7^^= ^ (l— w')(l— w')

"^
(l— «')(i— w^)(i— ««)

"^ •• '

et , en développant celle-ci en fraction continue, je trouve

I -f-

w

l+ w'

H-w"-'

Cela fournit celte équation remarquable :

1-+- W-' + w-

I

h(«-I)

I -f- ,.,

I + 11)-
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crun autre côté, on a , comme l'on sait,

n (n — I )

I -f- w~' H- cd ' H- oi

où le signe du radical peut être déterminé par les mé-

thodes connues.

On a donc aussi :

v/;

l-l- w —
i-f-

w'

I -+- m"~

Cette expression en fraction continue et finie du radical

v/± n , suivant une loi si simple , me paraît très-remar-

quable , et je ne crois pas qu'une formule semblable soit

connue

.

Je remarque encore que l'on a

11-^

i — p i—p'
_j_

f*z-

ï — p' I— y;^

Tous les dénominateurs sont ici des fonctions entièrci.

de p. Soit z= i et p un nombre entier, tous les dénomi-

nateurs et tous les numérateurs seront des nombres

entiers, et les premiers surpasseront les derniers. On
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toiiiliil de là ([Uf la NuK'ur tlii produit iujini

r
I I

est loiijoius une quantité irratiounelle, /' étaul t iiiifi

et ^ I . A l'aide de la formule

on p(;ut exprimer rationnellement '-^ {z-) par une auin

fonetion o{(^). dont la variable est d'une petitesse arbi-

traire. En considérant donc attentivement la fraction

continue , il sera facile d'en tirer une proposition plus

i^énérale; ce que nous laissons au lecteur.

Toutes les fractions continues que nous avons présen-

tées ici ne sont que des exemples particuliers. Les mé-

thodes que nous avons employées pour y parvenir nous

ont fourni des fractions continues d'une généralité telle,

que j ose assurer qu'elles renferment, outre une foule de

résultats nouveaux et très-remarquables counne cas spé-

ciaux , toutes les fractions continues trouvées jusqu'à pré-

sent, et surtout celles de M. Gauss. C'est ce que nous

expliquerons dans une antre occasion.

Ce qui m'a fort intéressé dans ces recherclies , ce sont

les équations identiques qui se piésentent en comparant

les résultats. Ainsi, par exemple, parce que la fractioii

continue dans laquelle nous avons développé

n{n— I
)

se trouve aussi sans le secours de la ti'ansforjnation de

M. Gauss, il en résulte une tiouvelle manièii- de vérider

cette incfénieuse transformation. Il existe des résultats ana-

logucs pour les formules qui se rapportent aux fonctions

elliptiques.
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NOUVELLE DEMONSTRATION ET GÉNÉRALISATION Dli

THÉORÈME BINOMiAL;

D'après M. G. EISENSTEIN

,

Étudiant (student) à Berlin.

(Journal de M. Crelle, t. XXVIII, p. 44, i844; en allemand.)

Lemme. m et n étant deux nombres positifs entiers

,

l'expression

/>"' — 1

P" — i

se réduit à — lorsque p =^i.

Soit l'expression

(i) <p(.r,a) = (i+x)(H-/;.r)(i-h/7^^)..,(H-/^*-'x).

Elle satisfait évidemment à la relation

(2) ii + p''-x)^[x, a) = {i-\-x)o{px, a)
;

©(jc, a) étant une fonction entière de degré a de jc, on a

(3) t^{x,U) =z kf,-lr k^X -^- k.x''- -\-. . , kv.X^.

Il s'agit de déterminer les coefficients. D'abord Aq = i ;

ensuite, si l'on met les séries correspondantes à (p(.r) et

<^{px) dans la relation (2), on obtient

( = a t— V.

(14- y^"'-^)2 A,.r'= {i^x'j'^p'x';

/ = / = o

et éi^alanl les coefficients des mêmes puissances de x dans

les deux membres, il vient

A, + ly' A,_, = A, // + A>-., y/- '

;



( M^^ )

d'où

(4)
• A, = '-^-^'a,_,;

par conséquent, •

p' — I />»'"' — 1 p — I

Si l'on considère que Aq = i et que

1 + 2 -f- 3 + .
.

. r — I = - f (^— >

on peut écrire

5 A, = ^ ;'—, ...'- p^
p — I p- — I p'— I

ainsi , l'on obtient

(i+ jc) [i-^ px). . . (i-hp'^-~^ .v)

p I p'^ — I
= 2A-'=r^ P'

Faisant /:> = i, le premier membre devient [i -\- x)'*'

,

tandis que le coefficient général A^ , d'après le lemme , est

a a — I a — 2 (a — f+l)
I 2 3 " ' t

donc

/s . xK ''•(°' '^ . v
7 H + j;) =zi-\-ax-Ji ^ -x'-h- • .j:^-" 1.2

On voit, par cet exemple, combien il est convenable de

considérer les expressions comme des cas particuliers

d'autres cas plus généraux. Par l'introduction de la nou-

velle variable />, il a été possible d'établir la relation (a),

laquelle, pour le cas spécial p=ti^ ne donne qu une

identité.
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f.es coeliicieuts A;, qui sont (IciccIkIdr la i'oriuc C£> (a)

.

jouissonl des incnies propriétés ((uc les coellicients biuo-

iniaiix, et les' renferment, comme on a vii^ comme cas

particuliers. ,

Soient « et (3 deux nombres entiers positifs . on n la

relation

V {x , Ci + p) =: f^[a; , u.)
<f {

p"- X-
, p) ;

on elfet,

= [(i-ha7)(i -h px) . . .{i -i-
p'^-' x)]

X [(i 4- p""^) (i -hp.p'^x) . . .( 1-+- />'*-' /Ar)|.

Si l'on remplace les trois fonctions cp par leurs valeurs

en série déduites de (6) , et comparant les coefficients, on

obtient

(8) C,= A, H- A,_, B, //' -f- A,_, B, //-^ =^ 4- . . . 4- B, p' "
;

lî( et C( sont ce que devient A, en y remplaçant successi-

vement a par /3 et a + jS.

Si dans l'équation (8) on pose partout/;^ =Met p' =i\

les deux membres deviennent des fonctions entières de //

et de P", et ce ei fi n'apparaissent plus, si ce n'est implici-

tement dans u et i'. Faisant passer tous les termes dans

un seul membre, on a une fonction entière de u et de i

qui disparaît pour un nombre infini de valeurs des deux

variables (correspondantes aux valeurs positives de a et |5) ;

aussi cette fonction doit s'annuler identiquement , c'est-

à-dire pour toute valeur de n et de r ('''). Ainsi l'exis-

tence de la formule (8) est démontrée pour chaque valeui

de a et |3. En généralisant rexprcssion de Q>(x, a), et

' '
) U suffit même

,
pour' Qu'une fonction entière disparaisse

,
qu'elK'

s'annule pour un nombre de valeurs des variables surpassant d'unc

iinitc le de{;rc de la l'onction.
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désignant par ce symbole la série ^ A, x\ pour une

« — 30

valeur quelconque de a (lorsque la série est convergente),

alors il suit, en remontant, que la relation

(9; o '^ , a -t- (3; = y [x , X; cp
'

i/-^x.^)

n'existe pas seulement pour des valeurs entières , mais

aussi pour des valeurs quelconques de a et (5, et de là .

en posant p = j , on conclut que la série

y. y. [ot. — Il a . a — l . a — 2
1 H X -\ : x^ -\ „ x^ -\- . . . = i) [a.)

I 1.2 1.2.0

satisfait, pour des valeurs quelconques de a et (jp, à la

relation

(lo) ^ 'j,-\- p = ^(a)-^:^).

Au moyen des propositions connues , cette relation donne-

la démonstration du théorème hinoniial général ^owr Aa^

exposants quelconques.

EXTRAIT DES EXERCICES D'ANALYSE NDMERIQIJE;

Par m. LEBESGUE.

Dans un premier extrait (p. 8-;?), j'ai pris un exemple

propre à montrer qu'en développant un peu plus l'ana-

lyse indéteinuinée du premier degré, on simplifierait,

quant aux démonstrations, l'analyse indéterminée du

second degré.

Dans ce second extrait, je prendrai un exemple mon-
trant l'usage de la théorie des nombres dans l'algèbre

supérieure.

Problème. Soient a, h,c ^. . . ^ k r/es noinhrcs premiers
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(liuiseurs rie n , on demande combien de i à n d y a de

nombres premiers à a, b^ c ^ . . . ^ h.

Solution. De I k a \\ y a a— i nombres premiers à a
;

ce sont 1 , 2 , 3 ... a— i ; il y en a autant de rt à 2 « , de

2rt à 3a, et généralement de ma à (/m + i) a, car, pour

que nia-i- r [r<^a) soit premier à «, il faut et il suffit

que 7' le soit. Ainsi, puisque n=: - . a^ il y aura, de i

à 7î,«- («— i) nombres premiers à a. On les obtient en

supprimant, dans la série 1,2, 3... «, tous les multiples

de a.

Pour avoir les nombres premiers à«etèdeià7i,il
faut supprimer d'abord les multiples de a. On a vu qu'il

reste -(a — i) nombres 5 en supprimant les multiples

de a on a
,
par là même , supprimé certains multiples

de b de la suite ^ , 2e, 3 ^, . . . , hb, . . . j .b\ mais on n'a

pas supprimé ceux où le facteur h serait premier à a. Or

de I à j multiple de a, il y a -r (a — i) nombres pre-

miers à a : il faut donc diminuer- (a — i) de ^ (a— i),
a^ ' ab ^ '

et Ton aura —r{(i— i)
[b— i), qui indiquera combien

de I à /î il y a de nombres premiers k a e\,b.

Pour avoir les nombres premiers à a, Z> et c, comme
en supprimant les multiples de a et fe on n'a supprimé

qu'une partie des multiples de c, ou des nombres c,

2c, 3c,. . .,--c-, puisque -est multiple de a et è, les

multiples de c premiers k a eikb qui restent à supprimer

sont en nombre —j— ( rt — 1
)

{b — 1), de sorte que la
abc '
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(lideronce

^(„_,)i«-,)__î_ („_,,(«-.)

indiquera combien de i à // il y a de nombres premiers à

a, b, c diviseurs premiers de 7i.

En continuant de la même manière on trouvera
, pour

le nombre cherché,

(«-i)(6-i)(.-.). .(/--,).
abc . . . ^

Problème. Combien y a-t-il de nombres premiers à n

et non plus grands?

Solution. Soit n =. a b' c . . . m -^ a ^ b^ c ^ . . . , m
étant des nombres premiers dilïérents , tout nombre
premier à n doit nécessairement l'être aux nombres a

,

/>, c, . . . , 7/i; et, réciproquement, tout nombre premier

à chacun des nombres a^ b, c ^. . . ^ m est premi*;r à Ji. Il

suit donc du problème précédent que le nombre cherché

est

i) [b— i) {c — i). . .(/w — i),abc. . m

ou encore

a — I b — I c — I

„ abc
Remarque. Ce nombre est souvent représenté par

cp (ri) ; on a donc

(o\n') = a' . {a — ij,

•oxa
'

.b' ) = a' . [a — i )
^'

. [b — i )
rr: »(«'). 'i) ( /^'

) ,
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de môme

et ainsi de suite.

Plus généralement, si m et n sont premiers entre eux
,

on aura

© [m . «,= '^ (/«; .
çp
\n)

;

propositions qu'il est facile de résoudre à priori.

Problîïme. Trouver le plus petit multiple de plusieurs

îiouihres donnés a,b^ c^ . . . ,k.

On connaît deux solutions : l'une qui se tire de la

décomposition des nombres a ^ b ^ c,, . . ^ k en facteurs

premiers ^ l'autre qui se déduit de cette proposition : « Le

« plus petit multiple des nombres a et b est égal à leur

» produit ab divisé par leur plus grand commun divi-

-» seur (ab). » Cette proposition peut être généralisée

ainsi- qu'il suit :

« Soit pi le produit des nombres a , b, c^. . . ,k-^ p^ le

» produit [ab] [ac) . . . {bc) . . . des plus grands communs

)) diviseurs des nombres a, b^. . . , k pris deux à deux;

n p^ le produit des plus grands communs diviseurs des

» nombres pris trois à trois, et ainsi de suite, jusqu'à ce

» que Ton prenne tovis les iiombres^ ce qui donne un

» seul plus grand commun diviseur : le plus petit multiple

» cherché sera

p,.p,.p,,...

Soit 6 un quelconque des nombres premiers, diviseur

d'un des nombres a, b^ c^. . ., k. Comme l'ordre des

nombres «, /i, c, . . . , A est indilférent, on peut supposer

que 6 entre dans ces nombres avec les exposants cz
, [3, y,. ..

rangés par ordre de grandeur décroissante. Il suit de là
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«jiic rr\[)(>saul du sria

a + (5 4- 7 -f- (î -h . . dans p, ,

6 + 27 + 3^-1-... dans p.,

7 -4- 3c? -h. . . dans Pi,

-h . . . dans Pi',

cl ainsi do suite, de sorte que dans —-—-^ 1 exposant
p,.p^.pc,.-. ^

sera

a+ 1 — 1,(5 +(l— i;'7 +(l— 1 ;'<? + ...= a-

î) ailleurs , le nombre M ne peut contenir que les diviseurs

premiers de «, /^ c,. . ., A, et il les contient avec leur

exposant maximum. M est donc le plus petit multiple

demandé.

.application à l'algèbre.

Quand on aura décomposé un polynôme

P = J-" + ax"-' -f- . . . -f- /;j; -h 7

l'ii facteurs du premier degré

P =: '.r — a){x — P) ix — 7) . . .

,

on appellera P un polynôme composé de binômes sim-

ples . et tous les théorèmes sur la décomposition des

nombres en facteurs premiers s'étendront aux poly-

nômes. On pourra, par exemple, appliquer la règle pré-

cédente pour trouver le plus petit multiple de plusieurs

polynômes.

Ceci posé, proposons-nous cette question :

Problème. Trouver réquation aux racines primitives

(h; réquation binôme x'"— 1=0.
On sait que r étant racine de x'"—1= o, il en est de
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même de /', r^, /'^,. . ., /'"— i. Une racine est dite pri-

iiiiliue, quand la série /•, 7-, . . . ,
7'" est composée de m.

expressions différentes, qui sont, par conséquent, les m
racines. Y a-t-il des racines primitives? Combien y en

a-t-il ? La solution du problème précédent répondra à ces

questions.

I**. Si 7' est une racine dans la série i, 7', 7"^,...,

le premier terme qui se répétera sera l'unité. Si l'on

avait, par exemple, r'^'= r"'^ '
, il en résulterait 7' =15

donc l'unité se répèle avant qu'on soit parvenu à r'^'^'.

2°. La sériel, 7-, 7-^,...''°'"', /-"^ri donne a diviseur de 77/.

Démonstration connue. Cela posé, soit ni=. a' b' c ... .

lies racines non primitives satisferont à quelques-unes des

équations

m m m

x"— 1=0, .r* — 1=0, x'^ — I =: O , ...,

qui ont toutes leurs racines communes avec

11 suffira donc de diviser x'"— i par le plus petit multiple

m m m

des polynômes x" — i, x — i,.r*^— i, etc. Or l'algèbre

montre que le plus grand commun diviseur des poly-

nômes x-^— I, x°— I est x*-^^'— I, [fg] étant le plus

giand commun diviseur des nombres fe\.g. Le quotient

égalé à zéro sera l'équation aux racines primitives. Cette

équation sera donc

U-t)U-i)... Mhcd
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t't aura pour degré

\« b ; \ab ac j \ abc j

a— i h—10— I= m • —;— • . . . = ofwi.
a h c

Il y a donc autant de racines primitives que de nombres

premiers à m. C'est ce qu'il est facile de prouver sans

passer par l'équation précédente.

On sait, en ell'et
,
que .r'"—1= o est satisfaite par

^ =: cos i- sin V^'î

et comme

cos 1- sin —'-

\l
— I 1 = cos — f- sin —^ y/-— i

,

m m

,
. 2 TT . 2 77

on reconnaît tout de suite que cos h sin— v — i est
^ m m

racine primitive. La formule des racines est donc

2/- . IIT.
cos (- sm V— I .

m m

Ji en est de même pour cos h sm v— i si h

est un nombre déterminé premier à ni
;
mais cette racine

ne serait pas primitive si h n'était pas premier à vi.

Chacun développera facilement ces propositions.

On peut consulter, à ce sujet, les Exercices d'Analyse

et de Physique mathématique, de M. Cauchy, 1829.

La méthode donnée plus haut s'étend à l'équation

.f'"— I = py^ le nombre ]) étant premier. C'est en cela
,

surtout
,
que consiste son utilité.

Ann. de Maihèmat. , t. VU!. (Septembro 18^9
' 23
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l . Problème. Tromper la somme des n premiers termes

(le la série dont le terme général est na"
-^
a étant un

nombre quelconque.

Solution. Soit

S„+, = rt-h 2rt^+ 3rt^4- («H-i)rt"^',

S„a-, zn a -\- la -f-3rt- + ... + na" ;

d'où

Faisons

S„+, = u"-^' [non + il/rt; H- C;

cp(rt) et tj/ (rt) sont des fonctions à déterminer, et C une

constante arbitraire; on aura

S„+, = fl"+'
[
[n + 1 ) (p ia) -\- -h a] -j- C y

d'où

= «"+' [« (//— I ) œ <7 H- « (p (a) H- (fl ~ ( 1 ^]> («)]— «"-^' (« + 1 )
•

On doit donc avoir

on en tire
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Sin)|)o.si)ii.s (jiiL- jjour // = (), on ail

S, =r o,

alors

C =

5„_j_, — — .

Observation. La solution directe se trouve par les

luéthodes du calcul aux différences finies. ( V^oir le pré-

cieux Traité de Calcul différentiel de Lacroix , tome lET

,

page i38, 2^ édition-, 1819.)

L'éloge de cet académicien, homme de bien.- qui a

rendu des services éclatants à la science et à renseigne-

ment, n"a pas encore été prononcé. Il en est de même
pour l'illustre Legendre. 11 est vrai que ces noms ne sont

pas mêlés à nos discordes civiles ; mais la gloire de ces

noms est une richesse nationale. Pourquoi les frustrer

d'un honneur qu'ils ont si bien mérité? Ayant égard à

des circonstances impérieuses, l'Académie, dérogeant à

ses statuts, pourrait charger un de ses membres d'ac-

quitter une dette non sujette à prescription
, et d'autant

plus exigible , plus sacrée, qu'aucune réclamation ne peut

venir d'outre-tombe. 11 est triste qu'un citoyen obscur ait

besoin d'élever sa voix dans une cause qui déviait compter

publiquement pour avocats les Biot, les Cauchy et les

Lamé.

2. Problème. Combien y a-t-il de chiffres dans la

suite naturelle des nombres, depuis i jusquà 10"+' — i?

Solution. Depuis 10" jusqu'à lo'"*"'— i, on rencontre

xo"+i — 10" ou 9. 10" nombres de n-\-i chillVes ; et, par

conséquent, 9(«-t-i) 10" = 9 // . io"-h- 9 . 10" chiflres. Il

23.
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taul sojniner depuis ;?= o^ dans le problème pi écédeni

,

faisant a=io ^ ou obtient

_ io''+'(9/2— i;+io
9 ^n-h\

9

gS. lO" = lO"-*-' — I,

9S„+, — 9S.10"— /?. 10"+' + -l-i

9

9

d où Ton déduit celte règle :

Écrivez n-\-i zéros à la droite du nombre w H- 1
, et

au-dessus de chaque zéro , écrivez Vunité
^ faites la

soustraction j le reste est le nombre des chiffres cherché.

Exemple. Combien y a-t-il de chiffres depuis i jus-

qu'à 99999? Ici /i= 4 ; écrivez Sooooo, retranchez 1 1 1 1
1

,

et le reste 488889 est le nombre de chiffies demandé.

0. Problème. Trouver le nombre des chiffres de la

suite naturelle des nombres depuis i jusqu'au nombre

quelconque IN

.

Solution. N est compris entre lo""*" et 10"+^; soit donc

N = io"+' -h A. Le nombre de chiffres de i à io"+*— i est

(rt-t-i) lo""*"'
(
problème précédent) . 11 existe

k + i nombres depuis 10"+' jusqu'à io"+* -h A;, chacun de

7î -h 2 chiffres; ainsi le nombre total des chilîres est

10"+'—

1

,(« + 1 10"+' h (X- + !;(«+ 2;.

4. Problîîme-. Ecrivant tous les nombres de la suite

naturelle, de droite à gauche, à la suite les uns des

autres, on demande le chiffre qui occupe un rang

désigné.

Solution. Supposons qu'on demande le chiffre 1849""""^
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à parlir do la gauche, cherclions le iioiuhie auquel ei-

cîiilïrc appartient -, à cet elîet il faut , clans 1 expiessiou

(/i-f-i) io"+' > donner à n une valeur telle,

<[ue l'expression approche le plus possible de 1849 • <^*^tt<-*

valeur est nz= i : donc le nombre dont le chiffre cherché

fait partie est compris entre 99 et 999. Le premier 9 à

droite de 999, occupe le 189''"" rang à partir de la gauche ;

il faut donc encore compter 1660 chiiïres. Le produit

(A: H-i) {n -f- 2) ou 3 (/î +1) égal le plus possible à 1660

,

ou a A: = 552 ^ ce qui donne 3(A: + i) = 1659. Ainsi , le

chiffre cherché est le premier à gauche de i553, c'est-à-

dire I.

5. Autrement. On a l'identité

n H- («— I ) 'n— \)-\- [n — "la [a — \\ -^ \ji — V)a} [a — 1
)

+ (« — 4)«''(«— r +. . . -h «"-- (rt — I ;
= I -I- (7+ rt--f-. . . rt"-'

.

Supposons qu'on demande tous les chiffres de la suite

naturelle depuis i jusqu'à 99999. Si tous ces nombres

avaient cinq chiffres, on aurait 5.99999011 5o()00o —

5

chiffres.

Les nombres d'un seul chiffre donnent de trop

.

4-9 chiffres ;

Les nombres de deux chiffres 3.9. 10

Les nombres de trois chiffres 2.9.10-

Lesnombresdeqiiatrechiffres i .9. 10

On a donc de trop, sur Sooooo,

5 + 4 • 9 -t- 3
.
9 . I o -I- 2

.

9 . I o + 1.9.10== I 1 j 1 1
;

d'après l'identité, en faisant /i =: 5 et rt = io; donc le

nombre de chiffres est Sooooo— 11111= 488889, comme
<tii trouve par la règle de ci-dessus.
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OIJESTIO^S SIR LA IVIMERATION (*) ET SIR LE PLIS GRAKD

mmm diviseur.

\. Lemnie.
:^
développé, par les méthodes

connues, suivant les puissances ascendantes de x, donni-

la série récurrente

1+ 9.x + 3^' -I- 5x^ 4- 8.r* + \Zx^ -!-...;

l'échelle de relation est (i ,i) ; le terme général est

on a

4 sin 18°= — I -\-sj5-

2. Question. Faisant, dans la série précédente, :r= i,

combien y a-t-il de termes qui ont le même nombre donné

de chiffres?

Réponse. Concevons la série partagée en groupes de

nombres de un chiffre, de deux chiffres, de trois chiffres

chacun , et ainsi de suite. Supposons qu'un de ces groupes

commence par les deux nombres suivants io"'4-Ai.

2. 10'" -t- A25 Al et A2 étant chacun moindre que 10'"
5 le

premier chiffre à droite de io"'-l- Ai est 1, et ce même
premier chiffre est 2 dans le nombre 2. io"'-f- A,-, d'après

la loi de formation, les cinq nombres suivants sont :

3. io"'+Ai+A2, 5 .io"'-hA,H-'2A2, 8. io"'-|-2AiH-3A2,

i3. io"'-l- 3A1-+-5A3, 21. io"'-h 5 A, -h 8 As;

(*) Traité d'Arithmétique ; par M. .1, Bertrand, p. 7 et 64; 1849.
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il y a doiK' du moins cinq nombres de /;/-l-i cliillics , et.

le sixième est de vi -\- o. chillres, el commence aussi à

droite par i, tandis que le suivant commence pai- 2; or

ceci existe dans le premier groupe, où ni=.o\, donc

aussi dans tous les groupes suivants. Si Aj -f- A, est égal

ou supérieur à 10'", le troisième nombre sera 4 . io'"-l- lî,

.

et ensuite 6. uV+Bi-i-Aa, 1'"+' 4- ^Bi-j- A2, . . . 5 alors

le groupe de i}i+-\. chi tires ne renfermera que quatre

termes. Ainsi , il y a nu plus cinq termes qui ont le même
nombre de chifîres, el quatre termes au moins; tels sont;

i597, 2584, 4i8i, 6765, 10946".

3. Question . Combien le n'""^ nombre de la série a-t-il

de chitïVesi*

Réponse. En mettant la valeur de // dans le terme

général donné ci-dessus , on trouve la valeur de ce terme .

et, par conséquent, le nombre de ses cliiflres: mais il y

a \\n moyen plus simple. On a

log 2sin 18" = log. = I ,791012;

1 -t- v5 —
log = 0,208988; log v'5 = 0,3494^5,

\n -I- 1 ) log log v/5 = /?.o , 208988 -\- 1 , 8595o3 = A
;

la valeur de n fait connaître la caractéristique du loga-

rithme, et, par conséquent, le nombre des chiffres, à

une unité près j caria seconde partie du terme général,

quoique fractionnaire , et allant sans cesse en décrois-

sant, peut augmenter d une unité le nombre entier de la

première partie.

Les logarithmes de la première partie du terme gc-néral

croissent suivant luie progression arilhnictiqtic dont la

raison est , , 06849 1

.
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4. Question. Un terme de la série étant donné , trouver

son quantième.

Réponse. D'après le terme général, il faudrait ré-

soudre une équation exponentielle. Soit p le nombre

des chiffres du nombre donné; il appartient au groupe

d'ordre p (2) ; si cliaque groupe contenait cinq termes

,

le quantième du nombre serait un des nombres consécu-

tifs de 5 /?— 4 jusqu'à 5 p : ainsi 5 p est la limite supé-

rieure du quantième n, et l'on voit de même que 4p est

la limite inférieure. En substituant donc, dans le terme

général
,
pour n tous les nombres entiers de 4p ^ ^ Pt oi^

trouvera la valeur de n qui correspond au nombre donné.

Autrement. Soit N le nombre donné ; on pose logN= A

/ • o\ jj >
— 010497 +logN . ^ .,

('voiro)\ d ou n=- •^,\ „^ — > division lacile ,
^ '' 0,200905

puisqu'on ne prend que la partie entière.

5. Lemme. Tous les nombres de la série (1) sont pre-

miers entre eux.

Corollaire. En cherchant le plus grand commun divi-

seur (*) de deux nombres consécutifs, le nombre d'opé-

rations qu'il faut faire, avant de parvenir au résidu zéro,

est marqué par le quantième du petit nombre , et ce quan-

tième a pour limite supérieure cinq fois le nombre des

chiffres du petit nombre (4).

6. Lemme. Le rapport géométrique de deux nombres

compris entre deux nombres consécutifs delà séine, est

compris entre i et 2.

7. Ni, No, jN>6 étant trois nombres consécutifs de la

série, si deux nombres sont compris entre IN-^ et N3 , leur

différence est moindre que Ni ; car cette différence est

moindre que Nj — N^ =: N,

.

^') Pourquoi ne pas appeler ce nombre simplificateur, d'après sou usagc

le plus fréquent ? on dit bien le multiplicateur.
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8. Théorème. Datis la recherclie du plus grand rorn-

inun diviseur de deux nombres , cinq fois le nombre des

chiffres du petit nombre est une limite supérieure du

nombre d'opérations àfaire avant de parvenir an résidu

zéro.

Démonstration. Soit P le plus petit des deux nom-

bres, et R le premier résidu 5 supposons P compris entre

. P
N2 , N3 , termes consécutifs de la série ; si — est supérieur

P
à 2 , R sera moindre que IN 2 (6) ^ si — est moindre que 2

,

R peut aussi être compris entre N.2 et N3 5 mais alors le

résidu suivant P— Vv est moindre que JNi (7)-, ainsi, le

nombre d'opérations ne peut surpasser celui qu'il faudrait

faire s'il sagissait de N3 et N, ; donc, etc.

Remarque . C est M. Lamé qui a découvert cette limite

ingénieuse [voir tome IV 5
Finck, 71; Lionnet, p. 617).

Pourquoi le judicieux auteur du Traité d'.Jrithmétique

n'a-t-il pas saisi cette occasion de faire connaître à ses

jeunes lecteurs le nom d'un Français si célèbre dans l'Eu-

rope savante? Celte répugnance invincible qu'on remar-

que cbez les géomètres français pour toute citation de

noms propres, pourrait figurer comme onomalophobie

dans une nosographie du système mental. Cette étrange

aberration produit quelquefois des résultats fort singu-

liers. Ainsi, ce qui caractéiise particulièrement l'Ecole

Polytechnique, c'est la haute importance qu ony attache,

et avec raison, à l'enseignement de la géométrie descrip-

tive. Eh bien! je suis sorti de cette Ecole sans avoir jamais

entendu prononcer le nom du Lyonnais Desargues, ciéa-

teur de la théorie stéréométrique , et j'en dois la pre-

mière connaissance à l'ouvrage de M. Poncelet . mon
illustre compatriote. Uji demi-siècle s est écoulé, et tou-

jours même négligence de l'histoire de la science. Cette
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ignorance du passé conuibue, a\ec trautres causes, à

culretenir le vice radical de notre époque, Torgueil; c'est

bien là le démon dont l'Evangile parle sous le nom de

légion (saint Mai'C, ch. V, v. 9). En eftet , ce vice unique

f'ngendre, recrute une légion de vices. Ce qui explique,

soit dit en passant, comment on rencontre aujourd'hui

tant d hommes se croyant aptes, non à donner des lois à

la société , à la gouverner, ce serait de leur part pure

modestie, mais à la transformer complètement dans son

essence, à créer même une nouvelle société de toutes

pièces, subitement: toutefois , Dieu même a mis six jours

à son oeuvre : mythe sublime
,
qui nous enseigne que Té-

lément de toute création durable, c'est le temps. Déjà les

Grecs disaient, dans un langage spirituel, le temps ne res-

pecte pas ce quon fait sans lui. En France , nous faisons

tout sans luij aussi voyez comme cela dure! Sur toutes

nos institutions, constitutions, on peut inscrire d'avance

la célèbre épitaphe de Malherbe pour une jeune fille.

IXSTITIT NATIOML.

GRA>D PRIX DE MATHÉMATIQUES
A DÉCERNER EK l85o.

Les travaux récents de plusieurs géomètres ayant ra-

mené l'attention sur le dernier théorème de Fermât, ei

avancé notablement la cjuestion , même pour le cas géné-

ral , l'Académie propose de lever les dernières diÛicultés

qui restent sur ce sujet. Elle met donc au concours pour

le grand prix de Mathématiques, à décerner en i85o, le

problème suivant :

u Trouver pour un exposant entier qlelconqle ji_ les
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solutions cil nombres entiers et inégaux de l'équation

Jo" -\- y" = ^", ou prouver quelle n'en a pas.

» Le prix consistera en une médaille d'or de la valeur

de trois nu'llejrancs. Les Mémoires devront être arrivés au

secrétariat de l'Académie avant le i"'" octobre i85o. Ce

terme est de rigueur. Les noms des auteurs seront con-

tenus dans un billet cacheté
,
qui ne sera ouvert que si la

pièce est courouuée. »

(La Commission chargée de proposer le sujet du prix

était composée deM:\L Cauchy, Sturm, Arago, Poinsot,

Liouville rapporteur. Comptes rendus, n'^ 2, 9 juillet 1849

tome XXIX
,
page 28.

)

NOTE BIBLIOGRAPHIQUE SUR LA QUESTION
FERMAT.

3Iémoires de VAcadénde des Sciences de Paris ,

t. XVII. — M. Catjchy, Mémoire sur la théone des

ji ombres
^ p. 245 (i84o)- (Le Mémoire est de i83o.)

Journal Ae M. Crelle, t. XIX. — M. Jacobi (C.-G.-J.) .

[T^oir un extrait dans le Journal àe M. Liouville, t. VIII .

p. 268-, traduction de ^I. Faye, i843).

Comptes rendus, t. XXIV. — M. Lamé, p. 3 10, 352,

569, 888-, année 1847. ^^- Calchy
, p. 3i6, 347, 4«7î

414, 469, 5i6, 378, 633, 661
, 943, 996, 1022. M. Liou-

ville, p. 3i5, 899. M. Kummer; p. 899. M. Waintzel,

p. 43o.

Journal de Mathématiques (Liouville), t. V (1840).

— M. Lebesgle, p. 184. iM- Lamé, p. 1975 impossibilité

de x'' H- )
" -\- z' :^o. M. Lebesgue, p. 276-3485 impos-

sibilité de x^-f-T'"^ -1-2^=::: o. -M. Lebesgi'e, p. 49- ÎM- Lioi-

VILLE
, p. 36o.

Journal de Mathématiques (Liouville), tome XII
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(i847)- — ^1- Lamé, p. i35
; sur l'impossibilité de

x^ -|_ j5 _(_ ^s __ Q ]Yj £^A.MÉ, p. 172-, sur l'équation. . .

x"-+-y" -\- z" = o. On démontre l'impossibilité pour

71= 5, 7, II, i3, 19, 23, et d'autres. M. Kummer, p. i85:

sur les nombres complexes (en latin ; a paru en i844)-

Journal de M. Crelle, t. III (1828). — M. Lejeuke

DiRicHLET,p. 354 j impossibilité de x^ -+- y^ -{- z'^ =zo.

Journal AqM. Crelle, t. IX (i833). — M. Lejeupje

DiRicHLET, p. 390 \ impossibilité de x^'' -\-y^'' — z^''= o.

Journalde M. Crelle, t. XVII (1837).—M. E. Kum-mer,

p. 2035 de œquatione x^^ H-J^'' = -^'*-

Nouvelles Annales, t. VIII (1847) , p. 1 3 2.

EuLER , Eléments d'Algèbre , t. 11.

Legendre, Théorie des nombres.

On sait que la question est ramenée à savoir si un

nombre complexe composé peu.t être décomposé en fac-

teurs premiers d'une seule manière ou de plusieurs ma-
nières.

THÉORÈMES DE FREMLE, DE 1676, RÉIPE^S EN 1849.

Le Traité des triangles rectangles en nombres con-

tient deux parties 5 la première partie a été imprimée en

1(576, in-i2, et réimprimée avec la seconde partie, en

1677, à la suite des Problèmes d'Architecture de Blondel,

in-folio. On trouve ces deux parties dans le tome V des

Mémoires de l'Acadéude des Sciences (1729).

Voici trois propositions :

Proposition XXMII. En tout triangle rccUui^le un

f/cs côtés est mesure par 4 (p- 164).
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Pkopositioa XXIX. 7\>ut tn'ane/c rcclaiiirle a au de

ses côtés mesuré par 5 (p. i65).

PnoPOSiTiON XXX. L'aire de tout triangle rectangle

est mesurée par 6 (p. i65).

Depuis , ces théorèmes ont été démontrés dans les

-annales de Gergonne , dans le Journal de M. Crellc et

dans les Nouvelles ylnnales.

Ces propositions ont été réinventées et redémontrées

en 1849. {yo\r Comptes rendus, t. XXMII, p. 58 1, 664
et 686.).

Frenicle de Ressy, membre de l'Académie dès 1666,

est mort en 16j5.

THÉORÈME SIR LE OIADRILATÈRE PLAN,

Par m. brune,
Conseiller à la Chambre des Comptes, à Berlin (").

(Journal de M. Crelle, t. XXII, p. 379; 18^1.)

Théorème. Par le milieu d une diagonale d'un quadrila-

tère plan, on mené une parallèle à la seconde diagonale,

et par le milieu de celle-ci une parallèle à la première

diagonale. On joint le point d'intersection de ces deux

parallèles aux quatre points milieux des quatre côtés du

quadrilatère ; le quadrilatère sera partagé en quatre

quadrilatères équivalents

.

Nous laissons aux élèves studieux le soin de trouver la

démonstration de ce théorème qui peut être très-utile

dans l'arpentage.

C) Combien y a-t-il à Paris de conseillers à la Cour des Comptes qui

s'occupent de géométrie? On dirait pourtant qu'il y a quelque aflinité

riitre des comptes et la science des calculs.
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JOIRML DE M. CRELLE, t. XXXII (1846;

,
Voir t. VIII. p. 228 ,i.

OIATRIÈME CAHIER.

27. Extraits de deux Lettres de M. Charles Hermite à

M. C.-G.-J. Jacobi, 277-269 (janvier i843), sur la

division des argunwTits dans les transcendantes ahé-

liennes (ne sont pas insérées dans le Journal de Ma-
thématiques de M. Liouville).

28. Propositions sur les courbes de deuxième et troi-

sième ordre; par M. J. Steirek, à Berlin; 3oo-3o4

(juin 1845)-

I. Par chaque point 1) d une ellipse passent trois

cercles de courbure osculant l'ellipse en trois autres

points A , B , C ; les c[uatre points A , B, C , D sont sur

une même circonférence.

II. En prenant dans une ligne du troisième ordre trois

points A, B, C à volonté, il passe en général par ces

points neuf coniques R , dont chacune oscule la couibe

dans quelque autre point; de ces neuf points doscula-

tion, trois sont réels et six imaginaires, et nous les dési-

gnerons par 3 Pi et 61
;
parmi les neuf coniques aussi . il

y en a trois réelles et six imaginaires; parmi les neuf

points d'osculation 3R -+- 61, il y en a toujours douze fois

trois qui sont sur une même conique Ki avec les points

A , B, C ; de ces douze coniques K, , il y en a quatre réelles

et huit imaginaires ; et d'autres propositions sur les co-

niques. Une théorie analytique abrégerait considérable-

ment les énoncés et les démonstrations de ce genre de

propositions dont le nombre est illimité'.
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til). Suih'quadihitèrccircouscnl an cercle
;
jxir M. le

piofosseiir J. Steiker ; 3o5-Hi().

Ou lit dans les iraités de Géoniétiie qu'un ([uadrilalère

n'est eirconsci iptible à un cercle que lorsque les sommes

des côtés opposés sont égales; cette proposition est défec-

tueuse et incomplète, et ne se rapporte qu au quadrilatère

convexe. ^ oici l énoncé complet : Tout quadrilatère dans

lequel la somme des deux côtés quelconques est égale à la

somme des deux auti'es , ou dans lequel la différence des

deux côtés quelconques est égale à la différence des deux

autres, est circonscriptible à un cercle, et réciproque-

ment. Discussion des divers cas.

•W. M. Crelle. Mémoire sur les différentes manières, etc.

(fin du Mémoire \ . n° 26): 3ii-34o (janvier i844)-

31 . De residids cubicis disquisitiones nonnidlœ analy-

ticœ^ auct. E. Kummer, prof. ^ ralislaviaej 34i-359.

L'auteur déclare n'avoir pas pu se procurer le travail

de M. Lebesgue sur les résidus cubiques. (Liouville,

t. IV, 9-59, 1839.)

32. Développement d'uneformule qui donne en même
temps les nombres de Bernoulli et les coefficients de

la série qui exprime la sécante (en français) ; par

M. O. ScHLÔMiLCH
,
professeur à l'Université de lena :

360-364.

Fac-similé d'un manuscrit de JSe^vton.

Lettre en latin adressée à Leibnitz , en date de Cam-

bridge le -^ octobre 1693. Xous la donnons ici parce

qu'elle jette du jour sur les relations de ces princes de la

science :

« Litterae tuae, cum non statim acceptis responderem , e

manibus elapsse inler scliedas raeas diu latentes, nec in eas

ante hesternum diem incidcrc potui. Id quod me molesté

babuit, cum amicitiam tuam maximi faciam, leque inter
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summas hujus sœculi geonielras a nmltis rétro anuis ha-

buerim quemadmodum etiam data omni occasione testa-

lus sim. Nani quamvis conimercia pliilosopliica et ma-

ihematica qiiain maxime fuglam , tamen metuobam ne

amicitia nostra ex silentio decremeutum acciperet, idque

maxime cum Wallisius noster Historiam algebrœ in lu-

cem missurus, nova aliqua e litteris inseruit quse olimper

manus D. Oldeuburgi ad te conscripsi, et sic ausammihi

dédit ea etiam de re ad te scribendo, postulavit enim ut

metliodum quandam duplicem aperirem quam litteris

transpositis ibi celaveram. Quocirca, coactus sum qua

potui brevitate expouere methodum meam fluxionuni

quam liac celaveram sententia : Data œquatione quanti-

tates quotcanque Jluentes iiivolvente^ invenirejluxioiies,

et vice versa. Spero autem me nihil scripsisse quod tibi

non placeat, et siquid sit quod i^epreliensione dignum

censeas ut litterisidmilii signifiées, quoniamamicospluris

facio quam inventa matliematica Volui me tibi

amicum integerrimum esse et amicitiam tuam maximi

facere. Vale. Datum Cautabrigise , octob. -^ 1693. »

La lettre où Newton annonce à Leibnitz l'invention du

calcul fluxionnel, sous une forme anagrammatique , est du

23 juiu 1676 ; et Leibnitz a publié sa notation et hiérai^-

chie diirérentielles , la première fois dans les Actes de

Leipsig, en 1684. H est évident que Newton était bien

iicrsuadé que Leibnitz avait inventé de son côté un calcul

semblable au sien, et que l'idc'e d'un plagiat ne lui est

jamais venue à l'esprit. C'est ce qu'il dit d'ailleurs dans le

célèbre scolie de la première édition des Principes. Ce

n'est qu'en 1699 que le brouillon Fatio de Duillera sou-

levé une question de priorité en faveur de l'Angleterre
,

et a trouvé moyen d envenimer la question par l'excita-

tion de l'amour-propre national.
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THÉORÈME PROPOSÉ AL CO^COIRS GENERAL DE 18i»

(Mathématiques tMi-raentoires, voir p. 315 );

RÉDIGÉ PAR ]M. E. LORIEUX,
Élève (lu lyci'c Moin;o.

Etant donné un parallélogramme ABCD, on mène une

droite LL' perpendiculaire à ses deux côtés opposés AB,

CD, laquelle rencontre le premier côté en a\ et le pro-

longement du second en «; cette droite rencontre les

deux autres côtés AC, BD en h' et h^ et les deux diago-

nales BC, AD en c' et c.

On demande de prouver que les circonférences des

cercles décrits sur les trois segments aa' ^ hV ^ cc\ comme
diamètres, ont les mêmes points d'intersection.

On pourra examiner si le théorème aurait encore lieu

\nn. Je Matlwnial. , t. \ HI. Oclobro 1S49.' ^4
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dans le cas où la droiu; LL' serait i)blique aux deux cùlés

AB, CD, au lieu de leur être perpendiculaire. ^

Construisons deux des cercles, par exemple ceux qui

ont pour diamètres aa' et bh' . Soit I un de leurs points

d'intersection. Abaissons de ce point sur h' c la perpendi-
2

culaire IH. Dans le cercle a'Ia, rt'H X «H = HI ; dans

le cercle h'\h, //H X ^'H = îîî\ Donc

a'W XrtH = h'\l-y< bH..

Or

i'H = //r/' + «'H, et b\\=al\ — nl>.

Remplaçons ces lignes par leurs valeurs dans Téqualion

précédente, nous aurons

fl'H X «H = Ji'w -h «' H) {al\ — nb)

= b'n' X -^ H -f- ^' li X z^' 11 — b'a' >< nb — a'U X fib
,

d'où Ton tire, en réduisant,

b'a' X ^ H = b'd' X <ib -f- rt' H X 'tb.

Mais aH = aa' — «'H. Substituant, il vient

b'a'iaa' — <7'H) = b'n' X fl/^ + n' H X r//-',

ou bien

fi) rt'H(</& -h b'n') = b'a' [na' — ab) =n'b' X r/i.

Les triangles J)ab, a'^B sont semblables, puisque les

lignes A a' ci CD sont parallèles. Ils donnent la proportion

Par suite

nb : a'b \ : D« : a'B.

aa' \ nb \\D n + a' U : \y a

:n'b :«'B,

d'où

rra' X Dr? ,, nn' X '''B
///; zi- et ti h -.:- ;

—
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Les iriangics semblables h'(Za ei M/n' Llomiciii

a'b' : l)'(( ; : \a' : C(i.

Ou a, pai conséquent,

oei' : cf7/ : : (^(i — Art' ; Art',

Joù
un' X Art'

rt'/»' =
Crt — Art'

Remplaçons, dans l'équation (i), ab^ a'h' et ah par leurs

valeurs

,„ inn XDrt rtrt'X Art'
n H ;

1

\Drt + rt'B Crt — Art'

ou bien

/ <ia'X A a' \ / aa' X a' B\

rt'H[Drt fCrt — Art') 4- Ao'{D« + a'B)]

= rt' A [rtrt' D rt H- rt' B) — aa' X D«]

,

ou bien encore

a'H(Drt X Crt -h Art'X«'B) = aa' yc^ Afl'X^'B,

d'où l'on tire

, _ rtrt' X Art' X«'E
~

Drt X Crt + Art' X^«'B

Traçons maintenant le cercle qui a ce' pour diamètre
\

soit I' un de ses points d'intersection avec le cercle dont

le diamètre est aa' . Du point 1' abaissons sur h' c la per-

pendiculaire l'H', et calculons a']\' comme nous avons

calculé a'H. Pour cela, nous remarquerons qu'en chan-

geant h en c et h' en c' dans l'équation (i), nous avojis

{équation

,2j a H' ac + a ('
i =i a'c X d'c.

Les triangles a'C'B, c Ca sont semblables, puisque les

lignes AT) et CD sont parallèles. Ils donnent la proportion

a'c' : c'a : :
«' b ; Crt

,

24.
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d'où

,
-,

, , ,
fiu' X «' B

aa' : en' : ; « B -f- C^/ : </ B, et a c = —j— —
rt B -f- C«

Les triangles semblables D«c, k.ca' donnent

Par suite

•6'

ca '. en' '.'. Y)n '. A.n'

.

d'où

co W kn' — D rt : D rt

en' '. Aa'

,

fia' X Drt , tm' X A<7'

Art'— Drt Art' — Drt

Substituant ees valeurs dans l'équation (2), il vient

,
,r/rtrt'xD'''\ / rtrt'X A^' \ ]_ /^'^' X ^ B\ /rt rt'X Art'

" ^
L \Art'— Drtj

"^
\rt'B4-Crtj J~ Vrt'B + Crtj \Âa'— Drt

ou bien

rt'H'[Drt(rtB' -h Crt) -h rt'B('Art' — Drt)] = rtrt' (rt'B X Art'),

d'où l'on lire

na' y^ n'ByC An'
a t\ =

Drt X Ca -f-rt'BX Art'

C'est la valeur que nous avions trouvée pour a' H.

Donc le point H' coïncide avec le point H. Mais les points

I eti' d'intersection se trouvent à la fois sur la perpendi-

culaire élevée en ce point et sur le cercle dont le diamètre

est an'. Donc ces deux points coïncident aussi. Il en est

de même pour les points situés de l'autre côté, qui sont

symétriques.

Pour trouver les équations (i) et (2), nous n'avons fait

aucune hypothèse, si ce n'est que sur trois segments quel-

conques d'une ligne comme diamètres , nous avions décrit

trois cercles, et que des points d'intersection nous avions

abaissé une perpendiculaire sur cette ligne. Pour obtenir

les valeurs de a' Il et dert'H', nous ne nous sommes servi

que du parallélisme des côtés AB et CD, et nullement de
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ix'Iui des (U'ux i ôlés AC et HU, ])as plus que de la pcrpen-

dicularité de la lijjue au' sur les côlés AB, CD. Ces deux

conditions de Ténoucé sont donc inutiles, et compliquent

la (juestion <|uand, suivant les règles de la métliode, on

cherche à les faire entrer dans la démonstration. 11 aurait

l'allu donner un trapèze ABCD et une sécante quel-

conque aa'

.

Le parallélisme même des deux côtés AB, CD est-il une

simplification? La démonstration n'est-elle pas aussi sim-

ple quand il s'agit d'un quadrilatère quelconque? Alors,

en eilet, tout se borne à considérer un seul triangle.

Dans le cas d'un trapèze ou d'un parallélogramme, le

sommet de ce triangle est à l'infini.

Soit ABCD un quadrilatère quelconque, et répétons

les mêmes constructions. Soit E le point d'intersection

des deux côtés AB et CD prolongés. Les équations (i) et

(2) subsistent toujours, Il nous faut, comme précédem-
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ment , calculer les lignes ah^ h'a' cl a'h pour obtenir la

valeur de a' H. Au lieu des triangles semblables, nous

prendrons ici les transversales BD et C b' par rapport au

triangle Eaa'. La première nous donne

(M) «^X«'BXED = EBX *«'XDfl,

d'où

ab _BEX D«
'W ~~rt'BXDE'

Quand AB et CD sont parallèles , les segments BE , DE
. . , , ,, ab Drt

sont infinis et
,
par conséquent, égaux ; il reste -^=:-— «

ou la proportion que nous avaient donnée les triangles

semblables T)ab, a//B. Nous poserons ce rapport égal à

., . . ,
, ab +- ba' ,.

K. Aioutons I aux deux membres, j—,— = KH- i.
•• on

Mais ab -+- ba' = aa' ; donc

aa'
- = K + I , et ha'

ha'
' K+i

Nous avons aussi

,
aa' aa' .K

ah = aa' — bn ^= aa — =
K+ 1 K + 1

La transversale C/>' nous donne

(N) r///XAExCrt = i>'«X A«'XCE,

d'où
ab' Crt X AE
a'b' Aa' X CH

rapport que nous poserons égal à R. Retranchant i de

part et d'autre, il vient

h'a — a'b'

rr, = R-'-
n b

Mais ab' — b'a' = an! ;
donc

aa'
,

,

.

aa'
-—-,-rx-i, cl a b rnr- -.

an K— l
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Subsliluons ces valeurs dans l'équalioii (i), nous ainons

, /<ifi' .K an' \ aa'

I !

On peut diviser le tout par aa' el réduire cette équation,

<|ui devient

rt'Hi'K.R H-i) = (7r;', d'où (i W
K.R-H I

llemplaçons K et R par leurs valeurs, et nous avons

an' X CE X DE X Ko' X B«'
rt'll =

AE X BE X Cr/ X D« + CE X DE X A«' X Brt'

Si nous prenons le eercle décrit sur ce' comme dia-

nièti'e, les transversales AC et BC par rapport au même
iriatigle Eaa' nous donneront deux équations qui corres-

j)ondront, la première à l'équation ( M), la seconde à

l'équation (N). La transversale Ac nous donne

( M' )
flc X DE X A rt' = 'v;' X Dr? X AE.

La transversale BC nous donne

( N' )
rt' r' X « C X BE — c' n X CE X B a'.

Nous avons en outre

(ic -f- c'a = an' et n' c — ac z=r. an'

.

Les équations (M') et (W) ne diffèrent des écjualions (M)

et (N) que parce que B est changé en A el A en B. Tout

étant du reste symétrique, la valeur de^'H' ne dilîérera

de celle de a'W que par ce seul changtnnent. Mais, malgré

ce changement, la valeur de a'W reste la menu;; donc le

point H' coïncide avec le point H, et les trois cercles ont

les mêmes points d'intersection.

Nota. La question n'a pas été résolue au grand cou--

cours, et aucun prix déceiné. Comme nous l'avons déjà

observé en 1847 et 1848, la question élémentaire est plub
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difficile que celle des mathématiques supérieures. D'ail-

leurs, pourquoi confisquer toute la science au bénéfice

de la géométrie analytique? Pourquoi ne pas proposer à la

classe supérieure des questions de géométrie supérieure

,

de géométrie de l'espace (*) ? Tm.

SOIUTIO!^ DE LA QUESTION 198

(voir t. VII. p. 448);

Par m. Eug. JUBÉ,
Professeur au lycée de Saint-Omer.

Problème. Trouver la courbe enveloppe de toutes les

hjperboles équilatères concentriques et coupant ortho-

gonalement une même droite donnée.

Solution. Je prends pour origine le centre commun
des hyperboles , et pour axe des x une parallèle à la

droite donnée. Celle-ci aura pour équation j = a^ et

l'équation d'une quelconque des hyperboles sera de la

forme
x' — j- + Axf = B,

Une normale en un point x'j' aura pour équation

, Aj;'— 2/,
Y — y = ; ^ 'x — .r

)

,

et pour que cette ligne soit la droite donnée j^ = a , il faut

que Ax'— 2a = o (le dénominateur ne pouvant pas être

infini), ce qui donne A= —7-. Comme le point {a. x') esi

sur l'hyperbole , on a

^'' — rt' -h A<7 jt' = B , d'où r' ' h- a' -=^ B.

(') A paraître prochainement, une solution élémentaire très-simple

par Toic de vérification de la question élémentaire.
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Une quelconque des liypcrboles équilaièios, qui oui la

droite donnée pour normale , sera donc déterminée par le

point où celte ligne la coupe ortliogonalement, et aura

pour équation
2«

,

X- — y- H TÏ^ = X "^ -\- a-.
X

En différentiaut par rapport à x'^ et éliminant cette

variable entre l'équation de l'hyperbole et sa dérivée, on

obtient pour l'équation de l'enveloppe

— ^ 1.

x^ — y'— rt- = Srt-* x^ y^

.

SOLlJTIOni DU PROBLEME 202
(Tolr t. VIII, p. 43) ;

Pau m. JANFROID,
Bachelier es sciences mathématiques.

Si deux paraboles
,
qui ont une tangente commune et

un foyer commun, se coupent sous un angle constant,

leur point d'intersection décrira une circonférence de

cercle.

Je prends pour axe des x une droite passant par le

foyer commun et perpendiculaire à la tangente commune,

et pour axe des y une perpendiculaire à l'axe des x au

foyer F.

L'équation focale d'une parabole, le foyer étant l'ori-

gine, est

(
y' + x') [k' -+- / '-•) = (/> + kx —p),

ou, en divisant tous les termes par A^, et posant — =//*

p

{y\+ a,--) (i --f- m-] = (wy -h x — rf)\
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Soit X =— a\ équalion de la dioilc AA ; la coialilion

de tangence à cette droite est

« + 2 (7 = O ,

alors l'équalioii do la parabole est

(i) {y- -F- X-) (i -4- m'') = {m y -h x -h laf.

Soit

(2) (y-' -f- x") (i 4- m'-] =z [m' y -{- x +- laf

l'équation d'une seconde parabole, ayant le même foyer F,

et tangente aussi à la droite A A'.

Exprimons que ces deux courbes se coupent toujours

sous le même angle. Pour cela, soient x, j^ les coordon-

nées de leur point d'intersection , le coefficient angulaire

delà tangente en ce point à (i) est

inx — my — in

et à (o)

m'^ — m'y — ia

y— tn' X— iditt

Soit V la tangente de l'angle constant sous lequel les tan-

gentes doivent se couper, on devra avoir

I -t- ax

Remplaçant et développant, on a

{ni — m'
)
[(///+ m'

)
xy— r^— inm'x'— ia{\-\- mm')x— 4 " J v

' i'i + w/y/)[j)-'— [in -{- m' ] xy -\- mm'x^-
-\-(\a'\— in[tn— m'^'x

L équation (i) développée donne

2r(.r -f- là) r' — [\a{a -{- X)
m

^' X- X

Et comme léqualion (2) donnerait la même équation eu

m', il s ensuit que les deux racines de (4) sont les valeurs

i
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(le m ri de /// ; on en lire

2j(x -J- 2 ti)
, r'^ — 4 '^ (" "^ ^''

w + ///==

4 ./
/// — m' = — s/a{ y"- -+- x') ix -t- a).

Substituant dans (4), on trouve, en supprimant le fac-

feur commun el élevant au carré,

^- v^j +- = '-v^^-
On a ainsi un cercle dont les coordonnées du centre sont

2a in \l i -\-\'
j- =— , j = o, et R =

Si l'angle est droit, le rayon du cercle devient nul , et l'on

a j?" -f- v^ = o , ce qui donne l'origine.

Si l'angle diminue, le rayon augmente et le centre

s'éloigne 5 et si l'angle est nul, le rayon est infini et le

centre se trouve à l'infini.

DEUXIEME SOLUTION Dl THEOREME 178

( voir t. va, p. Ui) .

Par m. LEMOINE,
Professeur à Nantes.

Par le foyer d une ellipse on mène deux cordes rectan-

gulaires, dans le cercle décrit sur le grand axe comme

diamètre: les deux cordes sont égales à deux diamètres

conjugués de l'ellipse. Et si l'on mène par le centie, dans

le cercle, un diamètre parallèle à 1 une des cordes, il est

partagé par 1 autre corde en deux segments égaux aux

rayons vecteurs qui vont du foyer aux extrémités d un des

diamètres conjugués dans l'ellipse. (Steijner,)
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La solulioii donnée par M. Janfroid esl fort élégante^

la suivante semble plus directe.

Si par un point situé à l'intérieur d'un cercle on mène
deux cordes perpendiculaires entre elles, la somme de

leurs carrés est constamment égale à 8R^— ^h^^ R étant

le rayon , h la distance du point au centre. Donc, dans le

cas de l'énoncé,

/î 4- l'i ~ 8a^— 4(a' — b') = /^a'-\-b'=: [10]' + (aZ))^

Les deux cordes sont en conséquence égales à deux dia-

mètres conjugués de l'ellipse, si elles sont comprises entre

ses deux axes. Or, / étant >> /', on a /-< ua-, par suite,

la relation elle-même donne l' <C 2^^. Donc le premier

point est démontré.

L'équation polaire de l'ellipse est

P
= P

c
H— cos w

a

celle du cercle sera

r-' + 2 cp cos w — b' = o.

Comme les racines de cette dernière équation
,
qui ré-

pondent à toute valeur donnée de w , sont de signes con-

traires, leurs valeurs absolues répondent l'une à oa, l'autre

à w -h 7:. Donc

/ =r p' -t- p" ^ 2 y'^- cos-'w -t- h'

.

Soient jc etj^ les coordonnées de Tune des extrémités

du diamètre égal à / dans l'ellipse rapportée à ses axes.

Il viendra

/- b'' x^ c-
-y- = r' cos'w + i= = r' -H J^' = ^' 1- x^ = 6' H -rv

d'où

^' =^ rt' cos'w, r =-. ^I a cosw.



(
:iSi ')

Mais si l'on nièiicparlc conUi; iiiidiamèticsousl'angk; t.)

avec l'axe focal, il sera perpoïKliciilaire à la corde /', il la

coupera donc à une distance du centre égale à c cosw. Les

deux parties du diamètre, dans le cercle, seront donc

a — c cost.) et n -h c cosw.

D'autre part, les deux rayons vecteurs menés du loyer

aux extrémilés du diamètre dans l'ellipse, seront
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\ oici la démonsliation même de M. Dupiii , mais

abrégée au moyen de la formule en question.

Soient

(i, Xd.c -h Ydy -+- Zdz = o,

(2) X, dx + Y, dy ^7.,dz=o,

(3)
y^,dx+ Y,dy -h ZMz = o

trois surfaces; la condition de perpendicularité est ex-

primée par les équations

1 XX, + YY, -hZZ, = o,

(n) X,X,+ Y,Y,.+Z,Z,=:::0,

(x,X,-^-Y,Y, -hZ2Z, = o;

et pour que cela ait lieu en tous les points de l'intersec-

tion , il faut poser, en différen liant,

i(Xr/X,
-hY^Y, + Zf/Z,) -^ (X,r/X + Y,^Y + ZrfZ) = 0,

(X. r/Xj+Y, r/Y.+ Z, dZ,)+ (X. r/X, + Y. r/Y,+Z,rfZ,)= o,

(X^rfX -f-Y,rf Y+ Z,r/Z)+ (X./X, -h Yrfl , -hZdZ,)= o.

Mais remarquons que les équations (ï-) donnent

!dX dx + d Y dy + dZdz = o,

dX, dx -f- c/Y| «-/j H- r/Z, r/z= o,

dX.dx 4- dY^dy+ dZ,dz= o.

De plus , l'intersection des surfaces (2) et (3) étant per-

pendiculaire à la surface (i), la tangente à Tintersection

sera normale à la surface; de là résulte que les cosinus

il.r dy dz .
,— , -^, — seront proportionnels aux cosinus

ds ds ds

X : v/x--' 4- Y= + z% Y:v/x^+Y'H-z-', Z:v/x'+Y^+ z%

ou dx^ dj^ dz proportionnels à X, Y, Z. Ainsi l'on

aura , d'après les équations (c)

.

(Xf/X, 4-Yr/Y, -+- Zr/Z, = o,
('^^

I
Xr/X-, 4- Yr/Y, + Zr/Z, = o

.

On doit conclure de là que les équations {h) se partagent :
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la pi'ciuici'c iloiiiie

{e) X,</\ -+- Y , ,1 V 4 Z , ,iZ = o

avec l'une des équations (ri).

Mais comme des équations

X, dx -+- Y, r/» H- Z, ^/s = o , X, X -I- Y. Y + Z, Z -- u

ou tire

X, ^_ Y_^ ^ Z,

Y r/3 — Z .() Z r/.r — X r/3
~ X ^/} — Y r/x

'

Téquatiou (e) devieni

dX{Ych — Zdy)-{-dY{Zdx— Xf/z) -f- dZ{Xdj— Ydx) = o,

ou bien

r/jr(Y ^/Z — Z r/Y) -^ r/j (Z r/X— X r/Z) t- dz
(
X r/Y— Yr/.r) =: o

,

c est-à-dire l'équation (i) des lignes de courbure.

CO^IPOSITIONS ECRITES

Iles six séries dans lesquelles on a partagé les eandidals à l'Eenle

Polytechnique de Paris

f voir t. VII, p. 313).

Première série.

i'\ En quoi consiste la similitude de deux systèmes

de points ?

Qu'entend-on par lever le plan d'un terrain dont on

suppose, pour plus de simplicité , tous les points dans un

même plan ? Exposer comment ou peut résoudre ce pro-

blème par la géométrie simple ou par la trigonométrie

,

sans entrer dans aucun détail d'instrument et d'appareil.

Trouver le lieu des sommets des hyperboles ayant une

asymptote commune et un foyer commun.
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2*^. Attractions et répulsions électriques ; machine élec-

trique.

Iode ; ses propriétés et sa préparation.

3^. Trouver les projections et le rabattement de Tin-

tersection d'un plan et d'une surface engendrés par une

droite glissant sur trois autres données de position.

Deuxième série.

i". Diviser une demi-sphère en deux parties équiva-

lentes par un plan parallèle au grand cercle, base de la

demi-sphère. Calculer à o,oi près la distance du centre de

la sphère à ce plan ; discuter et interpréter les trois racines

de l'équation du problème.

Composition des couples 5 réduction d'un système quel-

conque de forces à une force et un couple.

2°. Déclinaison et inclinaison de l'aiguille aimantée;

électrophore.

Soufre ; ses propriétés , son extraction.

3*^. Trouver les projections des intersections successives

d'une demi-sphère avec une droite qui se meut parallè-

lement à elle-même le long de la circonférence du grand

cercle, base de la demi-sphère.

Troisième série.

Continuité des fonctions algébriques et logarithmiques,

quand la variable varie d'une manière continue. Lieu

géométrique des centres de gravité des trapèzes ayant

même surface , deux angles droits et le côté perpendicu-

laire aux deux bases commun.

a°. Baromètre^ machine pneumatique.

Oxygène-, ses propriétés, sa préparation.

3°. Trouver les projections et le rabattement de l'in-

tersection d'un plan avec la surface engendrée par une

droite s'appuyant sur deux autres droites données et les-
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tant conslammonl luiiyeiUc à un cylinciic di- révoluliun

dont l'axe est porpendiculaircà l'un des plansdeprojection.

Quatrième série.

1 '^. But que 1 on s'est proposé en introduisant les signes

en trigonométrie.

Une ellipse tourne autour de son centre ; trouver le lieu

des intersections de son axe focal avec une tangente à

cette ellipse qui reste constamment parallèle à une droite

donnée.

2°. Condensateur électrique et pile voltaïque; leurs

théories.

Carbone^ ses propriétés, son extraction.

3°. Trouver les projections, le rabattement et la tan-

gente en un point déterminé de l'intersection d'un plan

avec la surface engendrée par un cercle vertical tournant

autour d'une droite verticale située dans son plan et lui

étant extérieure.

Cinquième série.

1°. Objet de la trigonométrie.

Si d'un point d'im plan on mène des tangentes à toutes

les courbes du second degré passant par quatre points de-

ce plan , démontrer que toutes les cordes de contact se

coupent en un même point.

2°. Attractions et répulsions électriques ; machine

électrique.

Iode; ses propriétés et sa préparation.

3°. Construire les projections de l'intersection d'un

cylindre de révolution avec un cône de révolution ayant

son sommet sur l'axe du cylindre et son axe perpendicu-

laire à celui du cylindre. Tracer le développement de

cette courbe lorsque le cylindre est développé sur un p!;in.

Anit (/, Malhémat.. t. VUl. (Octobre 1841)-) ^3
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Sixième séuiiî.

i". Pourquoi iutioduit-on des quantités négatives dans

les formules de la trigonométrie et de la géométrie analy-

tique? Cominent justifie-t-on leur emploi?

Par le point D où la directrice d'une parabole coupe son

grand axe DX on mène une sécante quelconque DMM'
;

on demande de trouver le rapport des angles DFM, XFM'.
2°. Thermomètre; lois de la chaleur rayonnante.

Hydrogène-, ses propriétés et sa préparation.

3". Construire les projections de Tintersection d'un

cylindre de révolution avec un cône de révolution ayant

son sommet sur l'axe du cylindre et son axe perpendicu-

laire à celui du cylindre.

Tracer le développement de cette courbe lorsque le

cylindre est développé sur un plan.

BIBLIOGRAPHIE

Traité élémentaihe de Cosmographie rédigé d'api"ès le

programme universitaire, à l'usage des élèves des

classes de rhétorique, des candidats au baccalauréat

es lettres et à l'Ecole militaire; par B. Atiiiot, profes-

seur de mathématiques supérieures au lycée Monge (**)

.

Paris, 1848, in-8°-, xii et aSapages; 7 planches gravées

et un planisphère.

Sous le titre modeste de Cosmographie , on a ici le

rudiment d'une bonne astronomie planétaire etstellaire.

(*) Tous les ouvrages annoncés dans les ISom'elles Annales de Mathé-

matiques se trouvent chez M. Bachelier, libraire, quai des Aujjustins ,

no 55.

(*•) Redevenu lycée Saint-Louis.



Li' savant autoui a cUi iaiiv beaucoup Je icclun lies avant

JVcrire, ce qui est rare en Fiance, et il n'est pas dit

qu'on en fasse même après avoir écrit, il est si doux de

rester persuadé, qu'à la façon des araignées, comme dit

Bacon, on a tout tiré de soi-même! JNous signalons une

heureuse exception. Nous essayerons prochainement de

justifier cet éloge et d indiquer quelques améliorations

dont la rédaction et le contenu semblent susceptibles.

De >ovo systemate coordiivatarum. Dissertatio mathe-

matica, quam ad summos in philosophia honores

ab amplissimo philosophorum ordine in Acadcmia Fri-

dericia Guilelmia Rhenana rite impetrandos scripsit

et una cum thesibus adjectis die X\II mensis Martii

A. MDCCCXLIX publiée defendetGuilelmus Stammer,

sod. ext. sem. Phys. Bonn. Bonnae, MDCCCXLIX;
in-8*^: 58 p. , 3 lithogr.

\ oici en quoi consiste ce système: soient X'-hy^—i=o
l'équation d un cercle 5 X , 1 les coordonnées d'un point

M situé dans le plan du cercle , et MP, MP' deux tan-

gentes menées au cercle ; F un point fixe pris sur l'are PP'.

Soient

FP=o, FF= a';

on trouve facilement

(')

(2)

X ces - f ® + cp"i = sin -
f «p
— 9'

) :

2 2

Y cos - («p 4- '/ )= ces -('f
—

(f');

. X
o = arc tang y'X- + Y- — i + arc tang ^5

— X
'/= arc tang y'X- -f- Y-— i — arc tang —

23.
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8i donc F (a:, j) = o est réquatioii d une ligne plane , axes

rectangulaires, en décrivant une circonférence de l'ori-

gine comme centre, avec le rayon = i, à l'aide des for-

mules (i), on peut remplacer les coordonnées j:, j par les

nouvelles coordonnées o et ip', et vice versa. Si l'équation

de la courbe est exprimée selon le nouveau système, on

passe à l'ancien système au moyen des formules (2). TouU-

la dissertation roule sur la discussion de la courbe don-

née par l'équation
"f
H- atp' = o. Dans le cas général, la

courbe a plusieurs branches infinies qui touchent le cercle

axe représenté par x' -h j'^ — i =0. Comme pour toul

autre système de coordonnées, il est probable qu'il y a

des questions où celui-ci présente des facilités. 11 ne peut

s'étendre à la géométrie de l'espace, c'est un inconvé-

nient. On peut remplacer le cercle axe par une conique

quelconque-, alors on n'a plus que des relations di^é-

rcntielles qui peuvent , dans certains cas particuliers, de-

venir algébriques. On en a un exemple dans le théorème

de M. Chasles, sur les coniques homofocales [voii

tome III
,
page 425).

La dernière page est intitulée Fita. L'auteur nous

apprend qu'il est né le 10 juin 1826, k Lutzelbourg

,

dans la foi catholique; que sa mère, Dorothée Cramer, lui

a enseigné les premiers éléments de calcul , et son père

.

Henri, les éléments des langues.» En i838, il est entré à

V /athénée de son endroit, et en i845, il a été admis au

nombre des étudiants de l'Université de Bonn. Il a fré-

quenté le cours de mathématiques de M. Plucker , le

célèbre géomètre, aujourd'hui professeur de physique.

Cet usage de donner ce genre de renseignements me parait

devoir être imité-, il épargnerait des tourments aux bio-

graphes futurs, si le candidat acquiert de la célébrité, et.

en tous cas, cela ne saurait nuire.

Il serait convenable d'exiger une dissertation mathéma-
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liquctles aspiiaiilsà l'enseii^nciuciil de la pliilosojvliii'. Pie-

lendreenseigiu r celle science sans connailre les procédés

el les inéllîodes de la haute géomélrie est une prétention

qui aurait paru souverainement absurde à Platon, Aristole,

Descartes, Leibuitz, Gassendi, Spinosa, Malebranche,

Kant, hommes compétents. Il est singulier qu'aucun de

nos philosophes ne s'occupe de sciences , soit exactes, soii

physiques ou naturelles. Pourtant, sans ces connaissances

Ibndamentales , la philosophie , devenue une branche pu-

rement littéraire, dégénèreen unbeauparlage, fournissant

matière à des écrits éloquents, à des livres plus ou moins

amples, mais ne créant, ne fondant rien. Aussi les jeunes

adeptes de cette école semblent, comme les goules des

Mille et une Nuits, ne se repailre que de cadavres, et,

sous le nom à histoire , ne chercher qu'à repenser ce

qu'ont pensé d'illustres morts, et qui, s'ils ressuscitaient,

penseraient, le plus souvent, bien dilléremment. Si ce

divorce entre la science et la philosophie se continue,

celle-ci seule aurait à en soulî'rir et tomberait dans un

grand discrédit; el toutefois la philosophie csl un des

plus nobles besoins de l'esprit humain.

Cours d'Algèibre supérieure, professé à la Faculté des

sciences de Paris
5
par/.-.^. Serret^ examinateur pour

l'admission à l'Ecole Polytechnique. Paris, i84y 5 in-8"

de 400 pages, i planche (chez Bachelier, libraire).

Ouvrage destiné à exercer une heureuse influence, dans

les lycées, sur l'élude des mathématiques supérieures, ad-

mettant qu'on attache un sens à cette nouvelle dénomina-

tion. Les professeurs trouvent ici réunies des théories très-

disséminées, formant par leur importance l'àme de la

science. L'exposition est constamment élémentaire; car

lorsque les échelons sont eu nombre suffisant, bien placés el

claircmcnl indiqués , lout devient élémentaire, même les
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plus hauic's absUaciious de l'arithmoiogie , les calculs les

plus compliqués de la Mécanique céleste. Nous aurons sou-

vent occasion de citer cette importante production, d'enri-

chir nos Annales de ses résultats, d'en signaler les lacunes

et même quelques légers défauts. Aux riches, on a le droit

de demander beaucoup.

Analyse de l'ouvrage de Stewart (*), intitulé : Quelques
Théorèmes généraux d'un grand usage dans les

HAUTES MATHÉMATIQUES
5
par M. BretoJi (de Champ)

,

ingénieur des Ponts et Chaussées. In-4° de 52 pages,

1849. {^^^^^^^ à^ Journal de Mathématiques, t. XIII,

1848.)

Le titre anglais est : Some gênerai theorems of consi-

dérable use in the higher parts of mathematics ^ by

Mattew Stewart. Edimburgh, 1746. C'est ce premier ou-

vrage qui a établi tout de suite sa réputation. M. Gérono,

mon corédacteur, a en portefeuille une traduction com-

plète qu'il a faite, il y a plusieurs années, de cet ouvrage

rare, même en Angleterre. Le problème qui est énoncé

aux Nouvelles Annales (tome II, page 96) est extrait de

cette traduction. Ce même problème a attiré l'attention

de M. Breton, et nous a valu le travail distingué que

nous devons faire connaître.

L'ouvrage de Stewart renferme soixante-quatre énon-

cés, et il n'en a démontré que cinq. Trois de ces propo-

(*) Né à Rothsay (Ecosse), en 1717, la même année que d'Alembertj

mort à Edimbourg, le 23 janvier 1785; il a eu pour successeur, dans la

chaire de professeur à l'Université, son fils, le célèbre philosophe Du-
gald Stewart ; succession tellement rare, qu'on n'en connaît encore que deux
exemples dans les illustres familles de Bernouilli et de Herschel. 11 est vrai

que Louis Euler était un géomètre de grand mérite 5 mais son éclat se perd

dans les rayons de l'auréole paternelle.



( h)' )

silions, savoir : la quaranlc-qualiièiiu;, Ja (juaiaiilc-

sixièmc et la quaranle-liuilième, sonl d'un énoncé ex-

Irèmcmçnl général^ les autres propositions en sont des

simples corollaires^ il y ^
i

*^'^ outre, quelques ihéorèmes

particuliers. Le but du Mémoire est de démontrer (jue les

trois propositions fondamentales sonl Jaiisscs dans leui

énoncé général , et ne sont vraies que pour les cas par-

ticuliers qui forment les autres propositions. ^ oici une

de ces propositions analvtiquement exposée.

Soient «, , b, les coordonnées rectangulaires données

d'un point; l'indice i peut prendre les m valeurs de i à

m , nombre entier donné; de sorte qu'on a 2 ni coordon-

nées de /« points donnés. Soient a^, êp les coordonnées

rectangulaires d'un point cherché et à déterminer: l'in-

dice p peut prendre n valeurs de 1 à /? -h i, de sorte qu'il

y a 2« -h 2 coordonnées de n -h i points à délerminei'.

On suppose n <^ni— i ; x ^ y sont les coordonnées d un

point quelconque du plan. Faisons

{x — fl,)- ->r [y — b,y- = <7f , (x — Xi,)- -4-
( r — (3,,)-'

~ S-^.

Stewart avance qu on peut toujours déterminer a^ , |3^.

de telle sorte que l'on ait Viflcnlilè

. . S. <,</,"" s.d,:"

f>\ -f- /, + . . . /„,
~~

« + 1

'

où A, présente un coefficient donné ; dans le membre à gau-

che, le signe S est une somme où l'on prend / de i à 111 , et

dans le membre à droite la somme s'étend de i à // -h i

.

C'est la proposition quarante-quatrième. L'équation (1) est

de degfé in — i en x et j , et contient, par conséquent ,

«(2wH- 1) coefficients, lesquels, devant s'annuler, four-

nissent autant d'équations entre 2 /« + 2 indéterminées
;

lorsque "0> * , le nombre des équations dépasse le nombre
des indéterminées, il reste donc iri' — n — 2 équations
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de conditions entre les données de la question. La propo-

sition n'est donc vraie qu'autant que ces conditions sub-

sistent, et M. Breton démontre que cela n'arrive pas

toujours. Pour /i = 2 , on a dix équations entre six

indéterminées 5 mais l'auteur fait un tel choix d'axes

,

qu'on n'a plus que huit équations symétriques entre six in-

connues. En combinant habilernent ces équations, l'au-

teur obtient une équation entre les données de la question,

qui devrait être indépendante de ces données et disparaître

d'elle-même, et il est facile de s'assurer (^en général cela

n'a pas lieu. Donc la proposition quarante-quatrième n'est

pas exacte \ inexactitude qui affecte également les deux au-

tres propositions fondamentales. Nous n'avons pas le temps

de vérifier ces calculs 5 mais le talent et le soin conscien-

cieux de l'opérateur sont des garanties. M. Breton aura

rendu un grand service en signalant des erreurs qui remon-

tent à un siècle, et que la grande autorité de Stewart a

empêché de soupçonner. Celte Analyse est terminée

par une table de concordance entre les soixante-quatre

propositions de Stewart et les articles du Mémoire. A
l'aide de cette table, nous donnerons successivement les

principales propositions. Ce sont des exercices pour les

deux géométries, synthétique et analytique.

QUESTIONS.

240. Dun poinlMpris dans le plan d'une conique, on

mène deux tangentes MP, MP' à cette conique; /• et r'

étant les rayons de courbure en P et P', on a la proportion

.
= -•

( Lmpfenbach.)

21 i Si Ion prolonge le ravon de courbure d'une



{ 393 )

conique, à lexlériour, U'ime longueur égale à ce rayon
,

le cercle décrit sur ce prolongement conmae diamètre

coupe orthogonalement le lieu géométrique du sommet

de l'angle droit circonscrit à la même conique.

(Steiner.)

212. Soit DEF un triangle équilatéral circonscrit au

triangle ABC 5 A, B, C sont respectivement sur DF, DE,

EF. Appelons ^ et 7 les angles CBE, BCA , on aura

n sin cp H- y cosf 0^ "^

DE = DF — EF = ^^ ,

. 1

sm 5^77
o

ou
rt = BC , Z- = AC.

Si en A, B, C on élève des perpendiculaires aux côtés du

premier triangle équilatéral, on formera un second trian-

gle équilatéral; la somme des aires des deux triangles

équilatéraux est

2 ab cos
( ô " + 7

)

sm -X TT

lorsque le second triangle est nul, l'aire du premier est

un maximum 5 le point de rencontre des trois perpendi-

culaires est le point dont la somme des distances aux trois

sommets A , B, C est maximum.
'

(Fassbender.
)

213.

log ( I — X) ( I — X') ( I X'''), . . = rt| X + «2 J^' + «3 X'"

Si«)+ ...«„ a:" 4- a„= ^

—

n

S(«) désigne la somme des diviseurs du nombre n.

214, Si 1 on coupe un cône droit par un plan et qu'on
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projette la sectioji sur un plan perpcuJiculaiii a 1 axe du

cône et mené par le sommet , la projection aura ce

sommet pour foyer, et pour directrice la trace du plan

sécant sur le plan de projection. (Jules Vieille.)

215. Par tout point A d'ime conique passent quatre

cercles osculateurs, ayant leurs points de contact en A,

B, C, D5 le centre de la conique est le centre de

moyenne distance des trois points B , C, D.

(JoACHlMSïHAL.
)

2i(i. Dans un tétraèdre OABC trirectangle en O, la

somme des carrés des tangentes des angles ABO, ACO
est égale au carré de la tangente de l'angle dièdre qui a

pour arête BC (De Saint-Vejvamt.)

CONCOIRS OIGREGATION POl]R LES LYCÉES, M 1841)

1 voir t Vil. p 338 ,.

Composition (Vanalyse.

1". Condition d'intégrabilité de l'équation

X r/x + Y r/K -f- Z r/z = o
,

dans laquelle X, Y, Z désignent des fonctions de iroi?.

variables x^ j^ z.

2". Etant donnée une surface , et par chaque point de

cette surface une droite qui fait avec les axes coordon-

nés rectangulaires des angles dont les cosinus sont des

fonctions continues des coordonnées de ce point, trouver

les conditions pour qu il existe une surface normale à

toutes ces droites.

?i'\ Un système de rayons lumineux normaux à une

même surface se réfléchit sur une suifacc donnée : dé-
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montrer que les rayons réfléchis sont aussi normaux à

une même surface.

Composition de mécanique.

Deux points matériels pesants s'attirent en raison di-

recte des masses et en raison inverse du carré des dis-

tances 5 ils ont des vitesses initiales parallèles et dirigées

dans un même plan vertical. Quel sera le mouvement de

ces points ?

THEORIE DES LINILES GÉOMETRIOllEMENT CARRABLES

d'après m. Th. CLAUSEN , à Altona.

(Journal de M. Crclle, tome XXI, page "i-p; i84i.)

Soient deux secteurs de cercle équivalents et ayant

même corde AB, les centres C et C étant du même côté

de la corde commune; il est évident que l'aire comprise

entre les deux arcs de cercle formant lunule est égale à

l'aire du quadrilatère ABCC
Faisons

AC:=r; angle ACB= 2 /w a ; AC'= /'; angle AC'B= awa;

on a évidemment les deux équations

r-m=r'-ri; rsinni y. = r' sïnnix;

d OÙ l'on déduit

(
I
)

n' sin m x = m' sin n x.

Si m et n sont des nombres entiers, cette dernière

équation s'exprime rationnellement en sin a et cosa

{voir t. V, p. 223). Il s agit donc de savoir quand celte

équation est susceptible d'une solution géométrique
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Voici quelques cas :

(a) m = i ; n = 2
;

on obtient les lunules connues d'Hippocrate,

[b) m = \ ; ri = 3;

l'équation (i) devient

ySsina = sin 3 a ;

d'où

ces 2 a := -
( V^3

—
^ 1 ) ;

2

radical géométriquement construisible; on a , à peu près,

AC'B = 6S°,5; ACB = 2o5%6.

on a

Sinda 2COS2a-l-I /3 4cos^2« +/îcos2a -h i 3

sin 2 a 2 ces a V 2 2cos2a -f-

2

2

in 3 a 2 CCS 2 a + I /3 4 *^^^^ ^^ + 4 ^^^ 2a -h i

in 2 a 2 ces a V 2' 2C0S2a -f-

2

d'où

sj33— i

ces 2 a = ô
;

o

AC'B = i07",2; ACB = i6o",9 environ.

[d) m = ï ; n =i 5;

on a

sin 5 a

sin a

<roù

= 4 cos' 2 a + 2 cos 2 a — i = y 5 ;

n-v/(5 + 4v/5)

4

ru =^3; /) = 5;
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sin 5 a 4 '^^^' 2 a H- 2 c

sinSa 2C0S?. a '-\/h
iloù

. /5 4 /20 ^ /:
+ V8 + VT + V-

AC B = ioo",8; ACR = r68" environ.

'20
l'OS 2a = — I + \/ T^ -h 1/ -îT- -f- \/ ,

Dans tons ces radicaux, il n'y a qu un seul signe appli-

cable à la question. Ainsi, outre la lunule d'Hippocrate,

on a encore quatre nouvelles lunules géométriquement

carrables. En existe-t-il encore d'autres?

Note. En projetant orthogonalement les lunules cir-

culaires, on obtient des lunules elliptiques carrables. Si

sur les côtés d'un polygone équilatère d'vm nombre pair

décotes, on construit des segments égaux, alternative-

ment à l'intérieur et à l'extérieur, on construit un poly-

gone formé de côtés curvilignes, et ayant évidemment

même aire que le polygone rectiligne.

CALCUL ALX DIFFERENTIELLES PARTIELLES (*). (Charpil).

On sait que ce sont des questions de physique qui ont

donné naissance au calcul aux différentielles partielles

inventé par d'Alembert et Euler; mais c'est à ce dernier

et à Lagrange que ce calcul doit ses principaux progrès.

Dans les équations aux différentielles partielles, une va-

riable est considérée comme fonction de plusieurs autres

{*) On dit ordinairement aux différences partielles; mais Lacroix

fait observer, avec raison, que le vrai mot est différentielles partielles.
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variables indépendantes les unes des autres , tandis que

dans les équations aux différentielles ordinaires plusieurs

variables sont considérées comme fonctions d'une seule.

Or les équations aux différentielles partielles sont dites

résolues lorsqu'on peut les réduire à un système d'équa-

tions aux différentielles ordinaires. Cette réduction est le

sujet des travaux de Lagrange dans les Mémoires de l'Aca-

démie de Berlin, années 1772, 1779 et 1785. En 1772, il

a indiqué comment il était possible de ramener les équa-

tions aux différentielles partielles du premier ordre à trois

variables où les coefficients différentiels passent le premier

degré, à des équations différentielles partielles du premier

ordre et du premier degré à quatre variables^ en 1779. il

montre transitoirement , et en 1785, il démontre la réso-

lution des équations différentielles du premier ordre li-

néaires, c'est-à-dire la réduction à des équations différen-

tielles ordinaires. De sorte que la résolution des équations

du premier ordre et non linéaires était trouvée. Toute-

fois, il paraît que Lagrange oublia sa découverte de 1772 ;

car en 1785, il regarde cette résolution comme chose

impossible. En effet, dans le Mémoire cité, on trouve,

page 188, cette équation

X et Y désignant des fonctions de a:, j^, z. Lagrange dit

que cette équation n'est intégrable par aucune méthode

connue, que lorsque cosro=:o; car alors elle devient

linéaire. Un jeune géomètre, nommé Cliarpit, dans un
Mémoire présenté à l'Académie des Sciences de Paris le

3o juin 1 784 , donna le premier, en suivant les indications

de Lagrange, la réduction des équations aux différentielles

partielles du premier ordre, non linéaires, entre m varia-

bles, à des équations différentielles ordinaires à m -f- i
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variables, Oii lit dans J^acroix : « La mon enleva ci; jeune

homme au moment où il donnait de grandes espérances,

cl son Mémoire ne fut pas implimé. » {Calcul dijjcrentiel

,

i. n, p. 548; seconde édition, 1814.)

jNous avons extrait ce qui précède d'un Mémoire que

ÎNI. Jacobi a publié en 184 2 dans \e Journal àe^l. Crelle,

sous ce titre : Dilucid^tiones de œquationuni differen-

tialium vulgarium systematis earumque connexiorje

cum œquationihus difjercntialibus lineaiibus primi oi-

dini. Dans une note, au bas de la page 3, parlant de

ce singulier oubli de Lagrange, il fait observer que les

progrès de l'esprit humain sont si lents, que lorsqu'on a

trouvé A = B et B = C , il peut s'écouler un long inter-

valle avant que Ton conclue que A = C. Dans cette

même note, M. Jacobi manifeste le désir que M. Liou-

ville veuille faire des recherches dans les archives de

l'Académie pour retrouver le Mémoire de Charpit (*), et

rinsérer dans le Journal des Mathématiques. Nous

sommes en 1 849 *, sept années se sont écoulées , nous ne

savons pas si ces recherches ont eu lieu et quel en a été le

résultat. Nous croyons utile d'appeler de nouveau l'atten-

tion sur le désir exprimé par un illustre géomètre étran-

ger, dans l'intérêt de la science, et qui est, en outre,

pour nous vm intérêt national. Les Nouvelles Annales

accueilleront avec une vive satisfaction des renseigne-

ments biographiques sur Charpit, jeté prématurément

hors d'une carrière qu'il aborda d'une manière si bril-

lante. Cette perte est d'autant plus regrettable, que les

grands géomètres, comme les grands poètes, les grands

artistes, s'annoncent presque toujours par des débuts

marqués au coin du génie.

(*) Lacroix donne l'analyse de ce Mémoire, dès la première édition de

son ouvrage, en 1798, le Mémoire existait donc encore à celle époque

(t'o;rt. Il, première édition, p. 496et5i3).
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SUR L4 GENERALISATION DU THEOREiME DE P\TIIAGORE,

D'après M. UMPFEKBACH

,

Professeur à Giessen,

(Journal de M. Crelle', tome XXVI
,
page 92; 1843.)

Théorème. Soient ABC untrianglo. plan; a, h,c les

côtés respectivement opposés ; A est constant. On a hi

relation constante a" = h'^ H- c", où n est constant.

On aura nécessairement n = 2. et A = - tt.

2

Démonstration. La relation donnée fournit celle-ci :

sin" A = sin"B + sin"(A -t- B).

Faisant varier B, le membre à droite doit rester constant

,

et, par conséquent, les dérivées par rapport à B doi-

vent être nulles. Les deux premières dérivées donnent

sin"-' B ces B -f- sin"-' (A + B) ces (A-f- B) = o

,

(/? — i) sin"-^B cos'B — sin"B

-+-n—i sin"-= (A + B) ces' (A + B) — sin" (A + B) = o ;

remplaçant cos^B et cos" (A H- B) par i — sin^B et

I — sin^ (A -h B) , et faisant les réductions, on obtient

(« — i)[sin"-'B-(-sin"-=(AH-B)]=: «sin" A.

Cette équation devant subsister, quel que soit B, on doit

donc avoir /z = 2 ; alors

I

2 = 2sm^A, suî^A = I , et A = -n. C.Q.F.D.
2

Le théorème de Pythagore n'est donc pas susceptible

d'être généralisé.

Observation. Ce théorème a donc, dans la géométrie,

quelque analogie avec le théorème de Fermât, dans

l'arithmologie.



(
4oi

)

SOIITIOX

De la question de géométrie proposée en mathématiques élémentaires , an

concours général de 1849;

Par m. s.

Il s'agit de prouver que, si une droite LL', perpendicu-

laire à deux côtés opposés d'un parallélogramme , ren^

contre ces deux côtés en deux points a, a', les deux

autres côtés en deux points b, b', et les deux diagonales

en deux points c , c', les circonférences de cercle décrites

sur les trois segments aa\ bb' ^ ce', comme diamètres, se

couperont toutes trois aux mêmes points.
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et Or. Oc' sonl égaux entre eux. Sous cette forme, la

question est réduite à une simple vérification qui ne

présente aucune difficulté. Il suffit d'exprimer cinq des

segments Oa , Oa', etc. , en fonction du sixième, considéré

comme inconnu , et de voir si une valeur de ce sixième

segment peut satisfaire à la fois aux deux équations

Oa.Oa' = Ob.Ob' = Oc. Or'.

Prenons 0(i' pour le segment inconnu, et désignons-lc

par X.

Appelons /// et n les deux côtés DC , DA du parallélo-

gramme ^ D l'angle qu'ils comprennent, et / la distanceDa

de la transversale LL' au point D. Ces quatre quantités

/«, /f , D et / constituent les données de la question : les

trois premières déterminent, de forme et de grandeur, le

parallélogramme , et la quatrième fixe la position de la

droite LL' perpendiculaire aux côtés AB, CD.

Prenons le point O , hypothétiquement , au-dessous du

point c' pour que tous les segments 0«, Oa', etc., soient

de même signe; on aura

Ort z=Oa + a' a=x -t- an' =: j: -+- « . sin D

,

0^ =:Or?' + fl'/'=i'-|-Da'.tanL'D=j:H-/tanijD=:.i-f-/.' ,

cosD

sin D
Ob'=^Oa' -^-a' b'z=zx-\-C(i . tangD=j:-f-( / — //?'. -,

cosD

Oc =:0a' -^a' c —,x-ira'c.

Or RK étant perpendiculaire sur DC , on a , dans les

deux triangles semblables BDK, c\)a',

Blv _ , ,
«. sinD

a' < = — D«' = / . —- •

DK m -f- n cos D

Donc

/.«.sinD
Or — X ^ -•

m -\- n cos D
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El pareillement

,

^ / ^ , • ,
^^' ^ , .

« sin D
Or — On — n c :=x— —— La =zx— [i— ///)

CK' ^ m — ncosD

D'après ces expressions des six segments, on a

Oa.Oa'=x--\-j: .nsin D

,

^7 m, - ^i"I^/
F X ,;, ,sin-D

Ob.Ob'=.T'-\-x. (2,1— m) -+- l(i— m) ,

m-— (2/—/«)/2cosD / (/—/«)«'sin'D
Or . Oc' =.v^~\-T.n. sinD

m^— n- ces-D m-— n- cos 'D

Égalant les expressions des deux produits Oa.Oa' et

Ob .Ob., on a

sin D
^

sin^ D
.r.w.smD =3 ,r =-(2/ — m) -\- t ( l — m)

cosD ^ J \ f ç^^2 D

D'où l'on tire cette valeur de .r,

sin D
l{l — m]

ces D

n cos D — ;'?. /— m)

L'équation

0/7. Ort' = Oc.0r',

ou

. ^ . ^nï-—(2/— m)nco«,D l{l—w)«-sin-D
x .n. sin D= .r . « . sin D ^ ,

ni-— rt-cos-D m''— «^cos'D

ou, en divisant par /tsinD,

I

m^ — (2/— An)«cosDn /(/— w)//sinD

I
nï' — n- ces- D

\
m- — « - cos^ D

^onne

l \l— m)
^ cosD

n cos D — (2I— m)'

c'est la même valeur que précédemment. Donc cette

expiession détermine la position d'un point O qui satisfait

26.
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aux conditions

0« .Oa' = Ob .Ob' = Or . Oc' .

Le théorème est donc démontré.

Observation. Ce mode de démonstration s'applique au

cas où la transversale LL' est supposée inclinée sur le

côté CD; mais les expressions des segments que l'on a à

calculer sont un peu moins simples par ce qu'elles se cal-

culent dans des triangles obliques, au lieu de triangles

rectangles, et qu il y entre le sinus de l'inclinaison de la

droite LL'.

Deuxième démonstration. La notion du rapport an-

liarmonique fournit une démonstration très-simple du

théorème. On sait que l'on appelle rapport anharmonique

de quatre points rt, Z>, c, d situés en ligne droite, une

fonction de quatre segmentas compiis entre ces points,

telle que —}'- ^.'i 6t rapport anharmonique de quatre

droites A , B , C , D concourantes en un même point , vme

fonction des sinus de quatre angles compris entre ces

, . „ sinfA, C) sin (B, C)
droites , telle que - -.-—^^ :

^—-——•
' ^ sm(A, D) sm(B, D)

La propriété du rapport anharmonique, dont nous

allons nous servir, est celle-ci :

ThéorI^me. Quand quatre droites A, B, C, D, con-

courantes en un même point, sont rencontrées par une

transversale quelconque , en quatre points a, b, c, d , le

rapport anharmonique de ces quatre points est égal à

celui des quatre droites. C'est-à-dire que 1 on a

ac
^
bc sin (A , C) _ sin (B, C)

'c^l'Yd~ sin (A, D) ' sin(B, D)

"

Corollaire . 11 suit de là que : Quand quatre droites

A, B, C, D concourent en un même point, deux trans-

versales quelconques les rencontrent en deux séries de
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quatre points dotit Its rapports anharmoniques sont

égaux.

Cela posé : soit i le point de rencontre des deux diago-

nales du paralléloi^ramme. Considérons sur la diago-

nale DB les quatre points B, c, ^', D ; le faisceau formé

par les quatre droites menées du sommet A à ces

(piatre points , et le faisceau de quatre droites menées

du sommet opposé C aux mêmes points, ont leurs rap-

ports anharmoniques égaux à celui de ces quatre points,

et, par conséquent, égaux entre eux; il s'ensuit, d'après

le corollaire ci-dessus, que ces deux faisceaux de quatre

droites rencontrent la transversale LL' en deux séries de

quatre points a, c, c', è et è', c , c', a', qui ont le même
rapport anharmonique. Par conséquent , si d un point P,

pris arbitrairement, on mène à ces points deux séries de

quatre droites que j'appelle A, C, C, B et B', C, C, A',

elles formeront deux faisceaux ayant le même rapport

anharmonique. De sorte qu on aura

sin (A, C) . sin(C\ C) _ sin (B', C)
.
sin(C^ C)

sin(A, B) ' sin(C', B)
""

sin(B', A') ' sin{C', A')"

Prenons pour le point P l'un des points d'intersection

des circonférences de cercle décrites sur les deux segments

aa\ bb' comme diamètres; les deux droites A, A' seront

,
rectangulaires, ainsi que les deux droites B, B'. 11 s en-

suit que angle (A, B) = angle (A', B) , et que Tégalité

précédente se réduit à

sin(A, C)_sin(A', C)
sin(B', C)~ sin (B, C')'

ou, en désignant par B" le prolongement de la droite B

au delà du point P,

sin(C, A) _ sin(C', A")

sin(C,B') " sin C, B"}

"
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Or l'angle (A, B') est égal à l'angle (A', B"); l'équalioii

prouve donc que les deux droites C , C sont placées sem-

blablement, dans ces deux angles \ c'est-à-dire que ces

deux droites sont également inclinées sur les deux droites

A et A' respectivement; d'où il suit qu'elles sont rectan-

gulaires , de même que ces deux-là , et
,
par conséquent

,

que la circonférence décrite sur le segment cc\ comme
diamètre, passe parle point P. C. Q. F. D.

Obsewation. Nous n'avons pas tenu compte de la

forme particulière du quadrilatère, c'est-à-dire du paral-

lélisme de ses côtés opposés ; de sorte que la démonstration

doit s'entendre d'un quadrilatère quelconque. Ainsi le

théorème est vrai pour tout quadrilatère coupé par une

transversale.

Troisième démonstration. Nous nous proposons de

prouver qu'il existe sur la droite LL' un point O satis-

faisant aux équations

( 0«.0«' = 0è.06',

{a) )ob .Ob' = Oc .Oc'

,

fOc.Oc' =0a.0a'.

La première équation s'écrit

Oa _ Ob'

Ôb~Ô^''
d'où

Oa . Ob'

Oh— On On'—Ob"

ou

Oo ab

Ob' ~ 171P'

On tire , de même , de la deuxième équation

,

Ob' _ b' c
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<'l de la tioisiènic.

Oc' _ r' a'

0<7 (IV

Mulllpliatil ces trois écjuations iiiL'inbie à nieiubrc , on h

une équation dont le premier membre esl ('ual.a I unité,

et qui se réduit à

(J) nh .b' c. <' <i' = b' d' .ac .c' h.

Cette équation exprime une relation entre les six points

rt, rt', etc. , liés entre eux par les équations {a) . RécipiO(|ue-

ment, quand six points ont entre eux la relation (/») , il

existe un point O qui satisfait aux équations [a) \ car les

cinq premiers points a, a', h^b' et c étant donnés, on

peut en trouver un sixième c" tel, que Ton ait , à 1 égard

du point O déterminé par l'éqUation

Oa.On' — Oh.Ob\

les deux autres équations

Ob . Ob' = Oc . Oc", et O.-: . Oc' = Oa . 0<i .

Mais il vient d'être démontré que ces tiois éipiations

comportent celle-ci

.

ab .b'c. c" a' =i h' a' . ac . c" b.

Et puisque, par hypothèse, on a l'équation (A), on

conclut de là que

c" n' c'a'

P^~?~b'

Ce qui prou\e c[ue le point c" se confond avec le point i .

Donc si l'équation (/>) a lieu entre les six points «, a\ h, h'

et r, (', il existera im point O qui satisfera aux équa-

tions [a). OrTéqualion [b) a lieu 5 car nous avons vu, dans

la démonstration précédente, que les quatre points r/, c,

c', b ont leur rapport anharmonique égal à celui des
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quatre b\ c, c', a'^ de sorte qu'on a

ac c' c b' c c' c

ab '
c' b b' a ' c' a'

OU

ac . c' b . b' a' =. ab .h' c . c' a'

.

Ce qui est l'équation [b). Donc les équations (a) ont

lieu. C. Q. F. D.

Observation. Nous n'avons fait aucune hypothèse sur

la forme du quadrilatère 5 de soi^te que la démonstration et

les propositions qu'elle comporte, relativement aux équa-

tions {a) et {&), et aux circonférences décrites sur les

trois segments aa', bb'
.,
ce', s'entendent d'un quadrilatère

quelconque coupé par une transversale menée arbitrai-

rement.

ROTATION Wm CORPS AITOIJR D IN POINT FIXE.

lieu de l'axe du couple des forces centrifuges , lorsque le corps n'est sollicité

par aucune force accélératrice
^

ParM. G.-J. DOSTOR,
Docteiir es sciences mathématiques.

M. Poinsot, dans sa Théorie nouvelle de la rotation

des corps, détermine le mouvement de l'axe du couple

.i'impulsion et celui de l'axe du couple des quantités de

mouvement. Chacun de ces axes décrit un cône du se-

cond degré , dont la représentation donne une idée claire

de la rotation du corps.

L'axe du couple des forces centrifuges décrit aussi un

cône, mais qui est du quatrième degré. M. Poinsot n'en

parle pas dans son Mémoire , et M. Briot n en fait aucune
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mention dans les démonstrations qu'il a données des prin-

cipaux tliéoi'èmes énoncés dans ce Mémoire. Cependant

le mouvement de cet axe appartient à celui du corps.

Nous croyons donc utile de remplir cette lacune , en don-

nant le calcul du cône des forces centrifuges.

Représentons, avec M. Briot, par)3, q, r les compo-

santes autour des axes principaux du corps de sa vitesse

angulaire, et désignons par A, B, C ses trois moments

d'inertie principaux.

Lorsque le corps n'est sollicité par aucune force accé-

lératrice , son mouvement est déterminé par le système

dr

B '^-h{A — qpr=o,
dt

A J + (C-B)rr/ = o;

et les équations

(
(B — A)/?j: — (C — B) rz = o

,

^^^ |(B-A)7j-(A-C).T. = o

fixent à chaque instant la position de Taxe du couple des

forces centrifuges'.

Pour trouver le lieu de cet axe pendant le mouvement

,

il suffit d'éliminer entre (i) et (2) les variables ^,7, r.

Dans ce but , multiplions les équations ( i) par les quan-

tités respectives Cr, B^, A^, puis par /', q^ p^ et faisons

chaque fois la somme des résultats; nous trouvons, après

avoir intégré

,

A>=+ B= (7- + CV-= i^-,

Ap- + 'Rq-' ^Cr- =h.

L'élimination de p, */, /•, entre les deux équations (2)
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et tes deux duiuièrcs, donne ciisuito

A(A— /f)(B— C)' B(B — II) [c — \:

^
'

^ C{C — u)(A-By-
72

"^^ •^î

pour 1 équation de la surface décrite par Taxe du couple

des forces centrifuges , dans laquelle — = - = w. Donc ;

Le lieu de l'axe du couple des forces centrifuges dans

l'intérieur du corps est un cône du quatrième degré.

Dans la discussion de cette surface, supposons

A>B>C.

Il y a deux cas à distinguer, suivant que

-^> -î> -p : on que -^ > ^> -—

.

VB v'A s/G s/B

i". Lorsque id est compris entre l'axe moyen el i a\i

minimum de l'ellipsoïde central , de sorte que A ^ m^B,
l'équation (3) prend la forme

. a h c

dans laquelle a, h, c désignent la valeur absolue des

coefficients des trois termes.

i" . Lorsque 20 est compris entre l'axe moyen et l'axe

inaximum, ou que B ^ î//> C, l'équation (3) devient

a b c-+- — -=0,
x' y z'

qu on rend identique avec la précédente par le change-

ment de — en —, et réciproquement.

Il suffit donc de discuter Téquation (4)



(4ii
)

La section faite dans la surface par un plan perpendi-

culaire à l'axe des z, est déterminée par

a h c

X- y- ~ f
'

c'est une courbe du quatrième degré, symétrique par

rapport aux deux axes coordonnés, présentant un point

multiple à l'origine, et renfermée entre deux asymp-

totes parallèles à l'axe des /, dont les équations sont

-V;-
La section perpendiculaire à l'axe des y et située à la

distance j= ^ de l'origine est de même une courbe du

quatrième degré, symétrique par rapport à ses deux

axes , et comprise entre deux asymptotes parallèles à l'axi'

des xz déterminées par les équations x = dz (5 i/ j-

Enfin, le cône, étant coupé par un plan perpendi-

culaire à Taxe des .r, présente une section entièrement

différente des précédentes , dont l'équation est

b c a

r

Cette courbe, du quatrième degré, a un point isolé à

l'origine 5 elle est munie de quatre asymptotes, deux à

deux parallèles aux axes et équidistantes deux à deux de

l'origine. Leuis équations sont

La section présente donc quatre branches, situées dans les

angles qui se trouvent formés par les asymptotes , ei

tournent leur convexité vers les sommets de ces angles.
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De ce qui précède , il résulte que :

Le lieu de Vaxe du couple des forces centrifuges est

une surface du quatrième degré ^ composée de quatre

cônes, partant du centre fixe, leur sommet commun,
et s'étendant dans les quatre angles dièdres formés au-

tour de l'axe des x , en s^appuyafit sur les deux autres

axes par leurs arêtes extrêmes.

On peut consulter, pour l'étude complète du mouve-

ment de rotation d'un corps solide autour d'un point fixe,

le Traité de Mécanique de Poisson, a*' édition, i833,

tome II, page 121; Saint-Guilhem : Théorie nouvelle

de rotation des corps, insérée dans \eJournalàe M. Liou-

viLLE, i836 ^ et avant tout, le savant Mémoire qui ter-

mine les Éléments de Statique de M. Poinsot
,
que ce

géomètre, auteur de cette belle théorie, a présenté à

l'Académie, le 19 mai i834, et dont M. Briot a démon-

tré les principaux résultats dans une thèse, qui fut publiée

en 1842 dans le Journal de Mathématiques.

SOLIJTIOK DE LA QUESTION !00

(Voir t. VIII, p. 107) ;

Par m. J. MURENT (de Clermont-Ferrand).

Inscrivant une droite dans l'angle des asymptotes d une

hyperbole, de telle sorte qu'elle intercepte un triangle

dans cet angle, et un segment dans l'hyperbole; la droite

allant en s'éloignant du centre parallèlement à elle-

même , la limite de l'aire du segment , divisée par l'aire

du triangle , est égale à l'unité.

Démonstration. Concevons l'hyperbole rapportée à

deux diamètres conjugués, dont l'un passe par le milieu
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de la droite interceptée, l'autre étant alors parallèle à

cette droite. Soient S l'aire du segment, T l'aire du

triangle et A l'aire asymptotique variable; nous aurons

identiquement

S T— A_ A

ï ~ T ~ * " T '

et , en supposant que la droite s éloigne indéfiniment du

centre en restant parallèle à elle-même,

,. S ,. A
lim - = j — lim - •

T T

Or, d'après une remarque de JVl. Terquem (-row"

t. V, p. 388) , l'aire asymptotique, quoique devenant in-

finie à la limite, est cependant infiniment petite par rap-

port à l'aire du segment, et, à fortiori, par rapport à

l'aire du triangle ; donc

et
,
par conséquent

,

lim - = G

,

T '

lim- =: I

T

SOllTIOX DE LA Ol]EST10K 197

(Voir t. VU, p. 448) ;

Par m. J. MURENT (de Clermont-Ferrand).

Une tangente à une conique à centre, étant inter-

ceptée par deux autres tangentes parallèles ; le produit

des segments formés sur la première tangente par le point

de contact est égal au carré du demi-diamètre parallèle à

cette tangente. (Hamilton.)
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i . Ellipse. Prenons pour axe des x le diamètre mené

au point de contact A de la première tangente CAC, et

pour axe àesj le diamètre parallèle à cette tangente. Les

axes coordonnés étant ainsi deux diamètres conjugués

,

l'équation de l'ellipse est

fl\r' -f- b- x' =z a- b-,

a et b désignant les deux demi-diamètres OA , OB.

Les équations de deux tangentes parallèles quelconques

TC, T'C, seront

) = mx dtz sja'^m- + è',

où m est variable j en sorte que le système de ces deux

tangentes sera représenté par Téquation du deuxième

degré

(i) y- — 2.mxY + m'x- — a' m- — b- = o.

La première tangente ayant pour équation

X= a

,

si dans (i) on remplace x par a, l'équation résultante

> j ' — 2 may — b' = o

aura pour racines les ordonnées des points d'intersec-

tion C, C. Le dernier terme montre que ces deux or-

données AC et — AC sont de signes contraires et donne,

pour leur produit

,

— AC'X AC= -~b\

d'où

ACX AC' = b\

2. Hyperbole. On choisira les axes coordonnés comme
pour l'ellipse, et l'on arrivera de la même manière à

i équation

jk' — 2 may + é^ rz= o.
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Le dcniicT It-rmc étant positif, li's deux ctrdonnécs sont

de même signe , et l'on a encore

AC.AC = b\

SliR m THEOREME DE COLLIXEATIO\ SPHÉUIQIE;

Par m. Fflix LAROCHE.

Le théorème de collinéation une fois démontré sur un

plan {voirl. VIII, p. -295), on passe immédiatement au

même théorème sur la sphère par la méthode des projec

lions centrales.

Supposons au point O (même figure) une sphère tan-

gente au plan. Par chaque ligne du triangle et le centre

de la sphère, faisons passer des plans- chacun d'eux

coupera la sphère suivant un grand cercle, et, à cause du

contact, les droites perpendiculaires sur le plan donneront

lieu à des arcs de grands cercles perpendiculaires sur

la sphère. Donc le théorème subsiste. C. Q. F. D.

On peut d" ailleurs donner une démonstration par le

calcul segmentaire.

THÉORÈMES DE LA GÉOMÉTRIE DE S!Tl'4TI0^,

D'après M. CAYLEY.

Journal de M. Crelle, t. XXXI, p. 2i3, 1846; en irançais. "^

1. Soient n points dans l'espace désignés par les chif-

fres I , 2 , 3 , . . . , n ; en les joignant deux à deux , on

obtient N^ droites
;
prenant ces points trois à trois , on

obtient N3 plans. Menons un plan sécant, il coupera
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les N-2 droites en Na points désignés par la droite sur la-

quelle il se trouve
,
par exemple , les points 12, 1 3

,

23 , etc. , et il coupera les N3 plans en N3 droites dési-

gnées chacune par le plan sur lequel se trouvent, par

exemple, les droites i23, 124, 234, etc. Il est évident

que les trois points /3^, «7/', rp sont sur la raêmedroite/7</r^

on a donc :

Théorème I. Oji peutformer un système de N2 points

situés trois à trois sur N3 droites.

2. Soit «=5, on a N2= 10, N3 ::= 10. Les cinq

points 12, 23, 34, 45, 5i forment un pentagone , repré-

sentons-le par A ; il a pour côtés , 1 23 , 234 -, 345 > A^^ -,

5 12, Les cinq autres points i3, 35, 52, 24, 4^ forment

un second pentagone B, ayant pour côtés i35, 352, 524,

241 ,
4i3. Chacun des cinq côtés du polygone B passe par

un sommet du polygone A -, ainsi le côté i35 passe par le

point 5i , le côté 352 par le point 23 , et ainsi de suite ;

donc le pentagone B est circonscrit au pentagone A, et

vice versa, le pentagone A est circonscrit au penta-

gone B ; donc :

Théorème IL La figure composée de dix points, trois

J à trois sur dix droites, peut être considérée (même de

six manières différentes) sous la forme de deux penta-

gones , inscrits et circçnscrits l'un à P autre.

3. Soient 71='], N2=2i, ^3=35; on obtient les trois

heptagones (12345671); (13572461); (i526374i) ; c'est-

à-dire formés par les sept points 1 2 , 23 , 34 , 45 , 56, 67,

71, etc.; le premier est circonscrit au deuxième, le

deuxième au troisième et le troisième au premier -, et cette

décomposition en trois heptagones peut se faire de

cent vingt manières différentes. On a le théorème général

suivant :

4. Théorème III. n étant un nombre pretnier, le sys-

tème de N5 points situés sur N3 droites peut être consi-
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(ièrc comme composé de —^ polygones de n sommets

chacun, le premier circonscrit au deuxième, le deuxième

au troisième, etc., et le dernier au premier, et cette

j . . . ^ . , 1 . 2. . .(«— 2)
décomposition peut se Jaire de manières.

On voit que ce théorème se rattache à la théorie des

polygones étoiles.

Obseivation. Lorsque n u'est pas un nombre premier,

il existe aussi des théorèmes, mais sans élégance.

TRANSFOMATIO^ REMROIABLE D IJ^E FONCTION

QUATRIÈME DEGRÉ
^

d'après mm. EISENSTEIN et CAYLEY.

(Journal de M. Crelle, tome XXIX. page .t'| ; iS/p.)

Théorème. Soit

u := (rlP -\- b-g- -f- c-f' -t- d'c- — lahbg — -lahcf— lahdc

— 2 bgcf— 2 bgde — 1 L-def -{- 4 adfg -h 4 b<e}i
;

faisons

I du I du ^ } du ,, I du
(i A=-— , B = ---, C = -— ,-•, H = -—

.

^ ' 2 da ?. do 2 de 1 du

Heprésentons par \j ce que devient u en remplaçant a,

^, c , . . . , h par A , B, C , . . . , H ; on a U = ^^^

Démonstration. Faisons

rt'=r(',rt--f-('',e?, b'= i\b'Jr^\f, c'= ivc4- t-', g, d' =zv^d-\-v Ji,

t;' =z ViCi -h f'jt', /'= f.Z» H- <'!/, g' = <'jf+ cjg , Il = i\d-+- vji.

Représentons par u! ce que devient u en y mettant d'a-

bord «', Z>', c'...., /t' au lieu de a , b, c^..., h., ifl, ensuite.

,\nii. de MiUhàwat., I. VIII (Novembre ibj';.) -'-J
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pour «', h\ c',. . ., h' les valeurs données ri-dessus; il

vient

a' =r (('it-'j — i>2v\Y II.

Faisons

('i
:=: c'.^ = (tll — ^g- — cf— de , ^\ = — 2 [ncl— bc)

,

v,z= ~i [eh —fg) ;

on aura

(',(/, — f'j<', ="? d'où II' z^ lû

.

Or, d'après les valeurs (i), on a

./ = H , // = — G , r' = — F, ^/' = t:

.

// = A, -' = — B, /'=-C, e' =rD;

donc

Remarque. M. Eisenstein avait donné sans démonstra-

tion la formule suivante

(«V/- — 3 è'c -h 40^ + ^db' — Gabcdy
--- A- D — 3 B^ C + 4 AC H- 4 DB^— 6 ABCD ;

A, B, C, D avant les valeurs (i). (Crelle, tome XXVII.

page io5 ; i844-)

M. Cayley a démontré cette formule et Ta même con-

sidérablement généralisée , de cette manière :

Imaginons la fonction n

-+- ex^Xi 3, -h/r, riZ2 -\- gxir,z^ H- hx^^y.z^.

Posons

X, = 'X, j:', -+- X,x'^ , ri = (J-tX\ -+ \>-2y'\, -, = ^,2, + v,3'j,

Faisant les substitutions, on obtient une fonction de la

forme

«'•^'i y, 2', + b'x\ y, z', -h . . . -i- /i'x\ r\z\

.



Remplaçaiil clans // les lettres a . />. (\ . . . . h p;u' «', h'.

c'

,

.... //, il vient

u' = (À, à', + >; >', y- {a, a^ — a, u'. }' (v, v'^ — v, •/, Y n.

En effet, cbangeaul seulement z^ et ^2, on obtient.

conime ci-dessus

,

et changeant dans celle-ci ), et jj , il suffit démultiplier

le résultat par {u-i[K — v^_^j\Y^ etc.

NOUVELLE DÉMONSTRATION

De l'irrédiKlibilité de Téquation 1 -- x -f- x- -h . . . -4- x''~'^

p étant uu nombre premier
;

D'après M. L. KRONECKER,
Étudiant à Berlin.

(Journal de M. Crellc, tome XXIX, page -îSo; i8/)5.)

1. Leintne. p étant un nombre premier, soit a une

racine imaginaire de l'équation .r''— 1 =0: a. a^... flp_,

sont p nombres entiers donnés: faisant

n -^ a,x -{- (7o.r- -t- . . . H- <7^,_, r />-' =r f{x)

,

^z 4- «,-+«, -H.. -!-«/,_, =/(\)= A, /ia)/(a-).../(a/'-'; = B.

On sait que B est un nombre rationnel entier; on aura

B — A/"-' z=p ,*).

Déniofistration . Posant

n -\- a^.r -h n.x- -r- . . . -{- a„ xf^' =3 /"(x)

,

(*) Je désigne par le point leihnitzien place au-dessus d'un nombre !<

multiple de ce nombre,

27.
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on aura

f{x)/îx') . . . /{.r'"') = M„ -f- IM. X -f- M^ x'-^. . . + M„a'"+. . .

.

Faisant successivement x égal à i, a, a^ . . . a''"* , le

membre à gauche devient d'abord A''~', et pour les autres

racines le produit reste toujours égal à B pi n'y a de chan-

gement que dans Tordre des facteurs. Donc la somme de

ces membres à gauche est A''"' + {p — i)B. Prenons dans

le membre à droite le terme général M„.r", la somme sera

On sait que lorsque Ji n'est pas un multiple de p, ce qui

multiplie ?>I„ est nul-, et lorsque n est un multiple de p.

ce coefficient est égal à p ;
donc

Al'-' -+ ' p — i)B =/>fMo + M/, H- M 2/,
4-

. . .);

de là

B_A/'-' = yA C.Q.F.D.

Théorème IL La fonction X= i-\-x+x'^-^... -i-x'" '

,

oh p esL un nombre premier, ne peut être le produit de

deux fonctions rationnelles à coefficients entiers.

Démonstration. Soit

X = <p(x) J,(.r),

cp et Jv sont des fonctions rationnelles à coefficients

entiers- ils ne peuvent avoir des coefficients fraction-

naires (t. m, p. 4?) 'i

faisant x = i, on obtient

;.^ = <p(i) ^{i);

il faut que l'une de ces deux valeurs çp(i) et (|^ (i) soit égale

à l'unité et l'autre à p. Supposons donc ç(i) == i • a étant

une racine imaginaire quelconque de X= o, on a, d'après

le lemme

,

» (a) » (a^) . . . 'f'j(a''~') — i =/' j
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car

A = <p(i) = i.

En prenant pour a une racine commune à X = o et

^(.r)=:o, on aurait donc — i=p-, résultat absurde;

donc, etc.

Pœmarque. Ce théorème fondamental est dans les Dis-

quisitiones arithmeticœ
, p. 599, ^CCCXLI; et l'on en

trouve aussi une démonstration dans Legendre. Celle de

M. Rronecker semble la plus simple.

DÉMONSTRATION ÉLÉMENTAIRE DE LA QUESTION ARITHMETIQUE

(Voir p. 354 1 ;

Par E. C.

Soit

8—74-27=+ 3 7' 4- . . • + "q"
;

d'où

S(i — 7) = 7 +- q' + ./M- . . . H- 7" - «y'"'"

_ v(y" — ,^,, .,.
,
= "q ,

7 — 1

puis

, _ 7 ( I — 7 ") «7 «+' _ 7 [ I — 7 " (« + 1 ) + nq "]

~" II- 7/' "'— 7~
(1— '/)'

Lorsque «7 = 1,8=:-; on prend, d'après la méthode

11'-' j 1'
«'«-f-i)

connue, la denvee seconde , et 1 on trouve 5 =- j

comme cela doit être.

Note. Soit

(i) S = Ao-ï' 4- A, M I- A,x- -h , . + A„ j."
;



( /r^2 )

delà

2
S(i— o:) =: .r^'(Ao—A_,) H- x(A, — A^) + .r- (A,— A,) +,

-+- x«(A„ — A„_,) -^ .r«+' (A„+, — A„) ;

retranchant delà série (2) cette série, multipliée par x.

on obtient

iS(i
— x)' = x»(A„ — 2A_, +A_,i-f-j;iA, — 2A0 + A_,)

->rx'{k^ — 2A, -+- A„). . ..r''(A„— 2A„^, + A,,-.)

'(A„+,— 2A„+A„_,)H-,r«+^(A„+., -f-2A„+, -hA„);
r./H-l|

et, en continuant de même, on trouve

(4)
' S(i — ./)"> =2 ^«-Ap-rP.

o

A,„ A ^ désigne la dilïërence m"""' des coefficients. On sait

que Ton a

m [m — Il
,

^mAp z= ^|, — /// A/,_, H Ajt,^., -h . . . -h (— I j" Ap_„
,

et l'on rejette comme nuls les indices au-dessous de zéro

et au-dessus de n; on ne les conserve que pour faire res-

sortir l'uniformité de la loi.

n -+-m

^ indique la somme de tous les termes que l'on ob-

tient en donnant à p successivement toutes les valeurs

de o à m -+- n

.

Il est évident que si la différence m"^'"" des coefficients»

est constante, alors la série (4) est une progression

géométrique 5 on tirera donc de l'équation (4) la valeur

de S. Donc, lorsque Ap= F(/?), F représentant une fonc-

tion algébrique entière de />, on pourra toujours trouver

la somme de la série ( i
)
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Ir.xi'iuplc :

A, n. listant , S ' i— .r) = '-1 + Ao.c" — A„.i-"+' :

X— .r

A, constant, Si— .v]' =i -^ ^ -f-A>,x"+.r(A,— 9.A„]
l — J:

_|_.t"+i/_ 2A„H- A„_,; + A„.t"-';

A,.x'(t— .r«-=1 „ . ,

A, constant, S(i --.r;'= — }-Ao.r"+.*;(A,— 3 A»)
1 — .r

H-x^(A, — 3A, + 3A„)-h. ..

H- .r«+'(— 3A„ 4- 3A„.., + A„_,)

H- .i.-"+=(-f- 3 A„ — A„_,) — A„.r"+S

et ainsi de suilc.

SIX PROPOSITIONS ARITIUIOLOGIQIËS UÉDIITES Dl CRIBLE

D'ÉRATOSTHÈIV'E;

Par m. Alphonse DE POLIGÎSAC,
lilève de l'École Polytechnique.

L opéxalioli (jiii sert à obtenir ce qu'on appelle le ciihle

d'Eratosthène fournit un moyen commode d'étudier les

nombres premiers au moyen de eeilaines suites que j'ai

appelées suites diatoniùiiies (*).

Soit la suite naturelle des nombres

o, 1, ?. , 3, 4> 5, 6, 7, 8, (), lo, M, 12, i3,
( « " '

14, '5, 16, 17, t8, 19, 20, 21, 22, 23,.. ,

Si nous edaçons tous les nombres de deux en deux , à

eonnnencer par zéro, nous obtiendrons le tableau (^'i)«

(«,) e, l,*,3,4-,Ô,6, 7, 8, 9, io, 11, »*, i3, iA->

[' ) L'aiilcur avait d'abord atloj>lc le nom dn suites dislancive\. Il con-

viendrait penl-cire de les appeler suites cribroi(èncs. Tm.
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Nous avons toujours un nombre elï'acë compris entre deux

conservés -, donc , après cette première opération , ces per-

manences de termes effacés se succèdent comme les termes

de la suite

(i) 1,1,1,1,...,

que nous appellei ons suite diatomique de 2, ou première

suite diatomique.

Si nous effaçons maintenant derechef de trois en trois,

dans le tableau (aj), nous obtenons le tableau («2) :

«, I , *, 3-, 4, 5, ê, 7, 8, ^, <e,

II, i-2-, l3, iT^, iS, i&, l'] . . . .

Nous avons le nombre effacé zéro, puis tjws nombres

effacés entre deux conservés
,
puis un seul effacé entre

deux conservés, et ainsi de suite-, de telle sorte que ces

séquences de termes effacés se suivront dans cette seconde

opération , comme les termes de la suite (2)

(2) 1 , 3; 1 , 3 ; I , 3; 1 , 3; etc. . . .

Nous appellerons cette suite, suite diatomique de 3, ou

deuxième suite diatomique.

La suite diatomique de 5 serait

1,0,0,1,0,1,0,0,1, D,0, I,J, 1,0, O, 1,3,

3, 1, 3, I, 3, 5.

On conçoit dès lors ce que nous entendons par le

tableau {a,)-, et par suite diatomique de P„ ou »"""' suite

diatomique, P„ désignant le «""" nombre premier.

Nous appelons période du tableau [a,^ la série des

nombres consécutifs qui forment la période correspon-

dante de la n"""^" suite, et nous entendons par place d'un

nomhre, dans la période du tableau, le rang de ce nombre

dans la période considérée.

Ceci posé, nous avoiis les six propositions suivantes :
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i". Toute suite diatomique est périodique, et la période

commence avec la suite.

2^. Le premier nombre du tableau (a„), après lequel

les séquences de termes rayés se reproduisent périodique-

ment, nombre que nous désignons par (fJtP„), est le pro-

duit de tous les nombres premiers jusqu'à P„ inclusive-

ment. Il suit évidemment de là que le premier terme d'une

diatomique quelconque est égal à Tunité; car, (jlP„ —

i

et [xVn -t-i ne sont divisibles par aucun des nombres pre-

miers non supérieurs à P„. Donc, après la n"'""' opération,

f>tP„ — I et f;.P„-hi ne seront eilacés ni lun ni l'autre, et

f/P„ seul sera effacé entre eux.

3°. Dans toute suite diatomique, la période a pour

premier terme l'unité , et , dans la série de tous les autres,

les termes également distants des extrêmes sont égaux.

4°. Si nous désignons par cp (uP„) le nombre des termes

de la période de ]a. n'"'"" suite diatomique, ç([aP„) sera

aussi égal au nombre des termes non effacés jusqu'à f/Pn ;

or ce nombre est celui des nombres inférieurs et pre-

miers à ^J.P„. Donc, d'après une formule connue,

?(fxP„)=.(2-.)(3-i)(5-i)...(P„_.~i)

(P„_,-i)(P„_,~i)(P„-i).

On voit que le nombre des termes augmente très-rapi-

dement.

Pour n = i . . . ij>(piP„) devient i

,

AT =: 2 2
,

«=3 8,

« = 4 48,

« = 5 48o

.

5". Si nous désignons par S„ la somme des termes de

la période de la n"""" suite, ou, ce qui revient au même,

le nombre des entiers inférieurs à fjiP„ et divisibles par

un ou par plusieurs facteurs premiers non supérieurs à
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P„ , on aura, d après les doux nuniéios précédents,

S„=fxP„-.^(pP„).

6". Les multiples de P„ occupent toutes les places par

rapport à la période du tableau («„_i), et ne les occupent

qu une seule fois dans chaque période du tableau (a„)

.

Théorème I. Admettons qu'il soit vrai pour la n— i""""

suite; si celle-ci est périodique, en effaçant dans le ta-

bleau («„_i) les nombres de P„ en P„ pour former le

tableau («„), je finirai nécessairement par trouver deux

multiples de P„ déjà effacés et occupant la même place

relativement à la suite n — 1'"«'^, Soient KP„ et K'P„ ces

nombres 5 alors les termes de la n''""'' suite, trouvés en al-

lant de KP„ vers K'P^, se répéteront après K'P„ indéfi-

niment et dans le même ordre , et , réciproquement , on

trouvera ces mêmes termes dans le même ordre en allant

de K'P„ vers KP„, ou de KP„ vers zéro. Maintenant, je

puis supposer que la distance entre K'P„ et KP„ est plus

grande qu entre KP„ et zéro 5 donc, puisque tous les

termes en allant de KP„ vers zéro se suivent dans le

même ordre qu'en allant de K'P„ vers KP„, il arrivera

que je trouverai entre KP„ et R'P„ un certain multiple

/P„ qui occupera, par rapport à la période de la ?i — 1"'""

suite diatomique, la même place que zéro. Donc les termes

trouvés en allant de zéro vers /P,, se répéteront indéfini-

ment et dans le même ordre après /'P,, 5 donc, si le théo-

rème existe pour la suite (/i — i), il existe aussi pour la

suite [n). Or le théorème est vrai pour /t = i • donc , etc.

Théorème II. En partant du nombre p.P„ , et effaçant

les nombres de deux en deux
,
puis de trois en trois, puis

de cinq en cinq, etc., et, enfin, de P„ en P„ , on efface-

rait juste les mêmes nombres qu'en partant de zéro, cl

faisant les mêmes n opérations. Donc y.P„ est égal au pro-

duit 2.3.5...P,,, ou ;i un sous-multiplc de ce produit
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Or ce sous-mulilplci contenant au moins un noinbie pre-

mier de moins, on ne serait pas dans les mêmes conditions

que si l'on partait de zéro. Donc, (jlP = a.S.S.j... P„.

Théorème. III. Considérons, dans le tableau (a„), deux

multiples consécutifs de f;.P„ ,
par exemple, ^jiP„ et 2fJtP,ô

il est évident que les termes de la période de la suite («),

qui seront à égale distance de f/P„ et de 2fxP„, seront

égaux 5 le nombre des termes d'une suite étant impair, il

y a toujours un terme du milieu, et nous pouvons dé-

montrer que ce terme est toujours le nombre 3 , et

qu'à mesure qu'on fait croître l'indice des suites diato-

miques, les termes, à partir du termie milieu, prennent

des valeurs fixes, déterminées, et forment une série qui

jouit de propriétés curieuses.

Théorème VI. Le nombre des places dans la période

de la 71— i'^""" suite est ^ "
. Il faut prouver que les p.

places occupées par les multiples de P^, depuis P„ jusqu'à

(f/P„), sont toutes différentes par rapport à la période du

tableau «„_i. Or cela a lieu, sans quoi (y-P„) ne serait

pas le premier à partir duquel la période de la n"^'"^ suite

recommencerait, comme à partir de zéro.

Ce dernier théorème est d'une haute importance.

]\ote. Dans la séance de l'Académie des Sciences du

lo octobre 1849, 1 auteur a lu un Mémoire sur les suites

diatomiques, divisé en quatre parties (*) : la première

contient des définitions 5 la deuxième contient les énoncés

de neuf théorèmes : les six propositions rapportées ci-

dessus et les trois suivant».

Théorème \II. Au-dessous d'une certaine limite -

chaque suite diatomique comprend tous les nombres im-

pairs possibles.

(*) Comptes rendus, tome XXIX, page 3S7.
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Théorème VIII. Tous les nombres de la [n — i)'"'"

suite diatomique sont compris au moins un nombre égal

de fois dans la Ji'^"" suite.

Théorème IX. Dans toute suite diatomique, en faisant

abstraction du premier icrme, le terme milieu de la pé-

riode est toujours 3, et l'on peut remarquer qu'à me-
sure qu'on fait croitie l'indice des suites diatomiques,

les termes, à partir du terme milieu, prennent des valeurs

fixes, déterminées, et forment une série qui jouit de

propriétés curieuses.

Troisième partie : applications.

Théorème I. Entre P„ et P,^, il y a toujours un nombre
premier.

Théorème II. Entre n" et rt"+', il y a toujoui^s un
nombre premier.

Quatrième partie : Inductions.

Théorèm.e\. Tout nombre pair est égal à la différence

de deux nombres premiers consécutifs d'une infinité de

manières.

Théorème II. Tout nombre impair est égal à une puis-

sance de 2 plus à un nombre premier. ( Vérifié jusqu'à

'^ millions.)

Observations. Le théorème suivant n'est pas encore

démontré : tout nombre pair est la somme de deux nom-
bres premiers. Ce théorème est énoncé par Euler, qui le

tenait de Goldbach. C'est ce qu'on lit dans la Lettre XLIV,

de 1742, page i35 de cet ouvrage : Correspondance ma-

thématique et physique de quelques célèbres géomètres

du xviii*^ siècle, précédée d'une Notice sur les travaux

de Léonard Euler, tant imprimés qu inédits, et publiée

sous les auspices de Vjécadémie impériale des sciences

de Saint-Pétersbourg ; par P. H. Fuss, membre et secré-

taire perpétuel de l'Acadéinic des sciences de Saial-Pé-

tersbourg; 2 tomos in-S"; 1842.
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(^uaïul iiolro y\cadc'iuio publicia-t-cJle la conespon-

dauco do d'Alembert , Lagrangc, Laplace, etc.? Ouaiid

publiera-t elle l'ouvrage de Desargues, dont tant était

bruit il y a quelques années ? Se contentera-t-on du bruit!'

C'est toujours quelque chose. Souvent même, chez nous,

c'est tout. Tm.

BIBLIOGRAPHIE ('').

Traité élémentaire d'Algèbre; par MM. Choquet,

docteur es sciences, ancien répétiteur à l'École d'artil-

lerie de la Flèche, professeur de mathématiques 5 et

Mayer[**)^ ancien élève de l'Ecole Polytechnique,

chef d'une institution préparatoire pour cette École

,

membre de la Légion d'honneur; ouvrage autorisé par

l'Université. Cinquième édition, revue, corrigée et

augmentée. Paris, 1849; ii^-S" de xv et 638 pages.

M. Bachelier, imprimeur libraire.

La réputation de ce Traité a commencé avec son appa-

rition en i832. Cette réputation s'est toujours main-

tenue dans les éditions subséquentes et augmentera avec

cette cinquième édition. C'est que le savant auteur sait

approprier à l'enseignement les travaux des géomètres qui

agrandissent ou transforment la science. L'ouvrage n'est

pas seulement augmenté, mais encore enrichi
; ce qui n'est

pas toujours la même chose. On y lit une discussion gé-

nérale des formules relatives à un système de n équations

du premier degré à n inconnues ; le théorème de Fermât

(*) Tous les ouvrages annoncés dans les Nouvelles Annales de Mathé-

matiques se trouvent chez M. Bachelier, libraire, quai des Augustins ,

no 55.

(•^) Mort en i8/(i.
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et (.Vautres théorèmes arithmologiques. Le chapitre XX.
entièrement nouveau, traite de l'élimination, des fonctions

symétriques et des racines imaginaii^es , des convergences

de séries, le tout d'après M. Cauchy. Fidèle à la maxime,

suuni cuique, si rarement pratiquée , Fauteur indique les

ouvrages dont il s'est inspiré : ce qui est d'un bon exemple

dans un temps où tant d'honnêtes philosophes attaquent

théoriquement la propriété, en attendant mieux.

On doit attribuer à un oubli involontaire l'omission des

noms d'Euler et de Bret , créateurs d'une méthode d'élimi-

nation perfectionnée par M. Labbatie et à laquelle M. Sar-

rus a donné de l'élégance ; méthode pénible qui devrait dis-

paraître des éléments pour être remplacée parla méthode si

simple de M. Sylvester. Nous croyons aussi devoir signaler

comme lacunes regrettables : i" les pi^océdés de formation

effective des classes combinatoires; sans ces procédés, on ne

peut former les fonctions cramériennes : 2" quelques théo-

rèmes sur ces fonctions, autrement dites déterminantes^

qui occupent aujourd'hui une si grande place dans l'ana-

lyse; !^" l'algorithme leibnitzien pour les dérivées-, 4" le'^

dérivées des monômes transcendants; 5° les théorèmes

principaux sur les dérivées et sur les fonctions homogènes.

Ce Traité est un ouvrage sérieux, destiné à ceux qui veu-

lent apprendre la science et non exclusivement à ceux qui

ont tel ou tel examen à subir, tel ou tel examinateur à satis-

faire \ en un mot, nous possédons maintenant d'excellents

prolégomènes à YAlgèbre supérieure de M. Serret. Une

analyse complète nous mènerait trop loin. Nous aurons

d'ailleurs souvent occasion de mentionner cette riche

collection de vérités mathématiques . Nous conseillons

aux élèves de copier par oindre de matières les théorèmes

de cette collection et de les étudier sur la copie. Car la

science ne se compose pas de connaissances juxtaposées

dans la mémoire , mais de vérités enchaînées les unes aux
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aiiurs ilaiis l imelligeiMc. C'est là rimmense prépondé-

rance , souvent incomprise et méconnue, de l'analyse

algébrique, d'avoir établi une concaténation entre le

nombre, Vespace, le temps, la force; quatre idées pri-

mordiales qui rendent Tapperception de l'univers matériel

possible à l'esprit.

L'exécution typographique de cette cinquième édition

ne laisse rien à désirer, et justifie les récompenses [mé-

dailles d'argent) que le Jury de l'Exposition vient d'ac-

corder à M. Bachelier, Imprimeur-Libraire de 1 Ecole

Polytechnique et du Bureau des Longitudes; et à son

intelligent Proie, j\L Bailleul, Président de la vSociélé

fraternelle des Proies des Imprimeries typographiques

de Paris.

Mémoire sur les fonctions arbitraires exprimées par

DES intégrales doubles
5
par M. ^. Pioche, professeur

d analyse à l'Ecole militaire. In-4" de 74 pages, i litho-

graphie.

Ce Mémoire, couronné par FAcadémie de Bruxelles,

doit plaire particulièrement aux personnes qui aiment

les représentations graphiques des expressions analyti-

ques. On fait voir très-clairement comment certaines inté-

grales doubles peuvent exprimer des polygones fermés ou

ouverts , dont les côtés sont des courbes de diverses es-

pèces , ou même des portions de courbes de diverses es-

pèces entièrement séparées les unes des autres ; et , dans

une note , l'auteur démontre la discontinuité réelle et

non formelle de ce genre d'intégrales , et il a l'idée singu-

lière d'exprimer, par une intégrale double , l'air national

des Anglais : God saue the lùng (*) , l'intégrale double

(*) On dit que l'air est de Lulli. (Les paroles sont aussi d'origine

française.
)



( 43.^
)

devient ici une intégrale simple
( yo//' page4i) La lepré-

sentatiou graphique est une réunion consécutive d'autant

de droites parallèles à un axe qu'il y a de notes. La lon-

gueur et la hauteur de chaque parallèle correspondent a

la durée et la hauteur du ton relativement à la tonique

,

le tout est fondé sur le célèbre théorème créateur de Fou-

rier. Oïi en possède au moins six à sept démonstrations.

Celle de M. Pioche, et c'est l'objet spécial clu Mémoire,

est la plus directe, à ce que je sache, et elle est déduite

d'une méthode qui mérite d'être méditée par tous les

professeurs. Quelques intégrales déterminées pourraient

s'obtenir plus simplement : il n'est pas exempt de quel-

ques inexactitudes.

Mémoire sur. les points singuliers des surfaces; par

M. Benjamin Amiot. In-4*' de 48 pages, i lithogra-

phie ; 1846. (Extrait du tome XXI des Mémoires cou-

ronnés de rAcadémie royale de Bruxelles.)

On a beaucoup écrit sur les points singuliers des lignes

et très-peu sur ceux des surfaces : c'est que la matière est

plus difficile. Signaler les divers genres de singularités

,

les classer et les énumérer, ne sont pas choses aisées. Il

est vrai que toutes les fois qu'en un point d'une surface

,

un coefficient différentiel ou certaine fonction de coeffi-

cients différentiels , se présente sous la forme o , - ? -5 ou^ 00
sous une forme imaginaire, il peut y avoir quelque sin-

gularité en ce point, ei vice versa. Mais la question est

de décrire la singularité géométrique qui correspond à la

singularité analytique , ou bien on peut se donner la sin-

gularité géométrique et chercher la propriété analytique

quiy correspond.La première marche, plus philosophique,

est très-longue. Parce motif, sans doute, l'auteur a suivi

3a seconde marche. Il considère d'aboixl le sens des coui-
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bures de la surface. Un plan langent divise Te^pace gc'>

néral en deux régions. Il s'agit de savoir si la surface se

trouve dans l'une seulement de ces régions ou dans les

deux à la fois. Le paraboloïde elliptique présente le pre-

mier cas, et le paraboloïde hyperbolique le second; aussi,

en chaque point M de la surface, l'auteur conçoit un pa-

raboloïde osculateur, ayant son axe parallèle à celui des z,

ce qui le détermine complètement. Le sens des courbures

de ce paraboloïde indique le sens des courbures de la sur-

face. Ainsi deux points M et M' ont des courbures dans

des sens différents, parce qu'à l'un correspond un para-

boloïde osculateur elliptique , et à l'autre un paraboloïde

osculateur hyperbolique
, ou bien encore, les deux para-

boloïdes peuvent être de même espèce, mais tournés dans

des sens opposés. Si l'on mène entre M et M' une ligne

arbitraire sur la surface, il y aura nécessairement un
point N compris entre M et iM' où la courbure d'une partie

de la surface changera de sens et non l'autre. M et M'
étant suffisamment rapprochés, si les deux paraboloïdes

sont d'espèces différentes ,
le point intermédiaire N est un

point d'inflexion partielle^ s'ils sont de même espèce,

l'inflexion est complète; la ligne JNIJM' étant arbitraire,

l'ensemble des points N donne une ligne d'inflexion soit

partielle, soit complète. De là , l'auteur passe aux points

multiples , aux lignes multiples, aux lignes de rebrousse-

ment, aux points de jonction (tel est le sommet d'un

cône) ; aux points saillants (tel est le point culminant

d'une surface engendrée par une courbe plane , à point

de rebroussement , tournant autour de la tangente en ce

point). Par des considérations simples, claires, l'auteur

obtient, pour ces divers cas, les conditions analytiipies

.

Pour les points mtdtiples, etc., on examine l'intersection

du plan tangent avec une sphère différentielle ayant son

centre au point de contact. Ce moyen , aujourd'hui si fré-

A.nn. de MaOïévuti . , t. VIIK (INoveinbre iS^g) ^8
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uueinineul c'iii[)l()vé , u'a-L-il pas été indiqué une [)icniièr<

fois par ÎM. Sturm (*)? Voici les équations des surfaces

discutées dans ce Mémoire :

z ^ H- jy- ^ — x^— «.r' = o

;

c. ' + xt ' — x ^= o\

a- z"^ -\- x"" -\- r"- y '' — n-x' ^=: o; {z — x-)'' — (.r — r^-'' = o.

L'auteur ne fait usage que de coordonnées rectangu-

laires, c'est-à-dire qu'il considère chaque surface comme
!e lieu géométrique du sommet d'un parallélipipède rec-

tangle , opposé à un sommet fixe dont partent trois arêtes

données de directions et dont les tangentes sont liées par

une équation donnée. On peut espérer que le savant géo-

mètre auquel on doit de si belles propriétés focales voiidr;i

compléter son travail et, adoptant la méthode commode de

M. Plùcker, considérer les surfaces comme enveloppes de

plans ; cette méthode procure de nouvelles conditions

analytiques, et montre les relations entre les singidariti s

de la surface et celles de sa polaire réciproque
,
par rap-

port à une sphère. En même temps, cette méthode rem-

plit une lacune; il s'agit de savoir combien une surface de

degré donné peut avoir de points singuliers , de lignes

singulières, et même combien elle admet de plans tan-

gents touchant les surfaces en plusieurs points, ou même
suivant une ligne, comme dans les surfaces développables

ou dans le tore, etc.

(
*

) On a dit de Sieyès
,
que son silence était une calamité. Cela s'applique

avpc plus de vérité à d'autres esprits cmincnts.
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Sur quciqnes formules de trigonomélrie sphérique et sur le quadrilalèrr

sphériqup inscrit:

Par m. J. COLLETE,
Ancien clcve de Saint-Cyr, soldat an 3™^ réf;inient dv marine

I. Les formules suivantes ont été données par

M. Schmeisser
,

professeur à Francfort - sur -lOdei

(t. Vil, p. ^69) :

(i) sin -« cos- if sm C = sin - c cos( P — A),

.
,

I I , . , i

(21 cos -a cos - o sin C =zcos - c cosf P — C),
^ 22 2 ^ '

(3) sin - a sin - è sin C = cos - c cos P (*),
V / 2 2 2 ^ -

p _ A + B + C

L'objet de cette ÎNote est de démontrer ces formules,

et d'en déduire d'autres formules, ainsi que quelques

théorèmes de géométrie sphérique.

La démonstration consiste à prendre , en fonction des

angles A, 0, C du triangle, les valeurs de sin -a

sin-b, cos-«, cos-b, et de les combiner entre elles

de la façon dont 1 indiquent les formules en question.

(*) 11 y a iine erreur typographique; au lieu de sinP, dans la troisième

Ibrmule , il faut cosP, comme je l'ai mis ici.

28
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Et (l'abord , faisons subir à la forme générale des

valeurs de sin- rt, cos-a, une modification rendue né

-

2 2

cessaire par la question.

Dans ces valeurs générales, on suppose (voy. Trigoii.

sph.., Delisle et Gérono) que aP = (A H- B+ C) — iSo**,

tandis qu'ici, il faut que P= -(Ah-B+ C)^ ce qui, soit

dit en passant, est plus logique, puisqu'on agit ainsi en

gonométrie

On sait que

trigonométrie rectiligne

/ /A-4-B + C\ /B + C— A\

i/-^"^l 1 )^"% 2 )

V sin B sin C

I

sin - « =
2

Si l'on suppose

A + B-^ C

2 ~
'

il en résulte

2

la formule devient

. I /— cosPcosfP — A)
4) sm - « = i / .

-—>-^ ^ •

^^' 2 y sm B sm C

On trouvera de même

1 /côs ( P— B) ces ( P — C)
(5) ces ^ « =

y/

Enfin , on a encore le

(6) sini/^^y/

et

I
,

/cosfP— A)cos(P — C)

sinB sinC

Enfin , on a encore les deux formules

cosP cosfP — B)

sin A sin C

et

sin A sinC
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Cela fait, multiplions l'équation (4) pai l'équation (7),

il vient

.1 I
,

/— cos t» cos i P — C) cos'f P— A)
sin - a cos - (j z= i/ ^

—

-,

'- ^ ' :

2 2 y sin A sin B sin'C

d'où Ton tire

sin - a cos - b sin C =; sin - C cos; P — A),22 2 '

puisque

^i^^^V"
cosP cos(P — C)

sin A sin B

C'est la formule (i).

On voit qu au moyen d'une permutation de lettres,

cette formule en fournit cinq antres.

Multiplions maintenant la formule (5) par la formule

(7), il vient

1 I
,

/cos( P — Bl cos ( p — A) cos^{ P — C)
cos - a cos - b := \/ -. ^-^—;—H^—

—

2 2 y sin A sin B s'n'C

d'où

cos - a cos - b sin C = cos - C cos fP — C).22 2

C'est la formule (2); elle en fournit deux autres.

Enfin, en multipliant la formule (4) parla formule (6),

on a

. I . I
,

/cos
sin - « sm - o = i/ —22V s(P — A)cos(P — B)cos^P

sin A sinB sin^C

ou bien

sin - rt sin - b sin C = cos - c cos P.22 2

C'est la formule (3); elle en fournit deux autres. Ces

expressions vont nous conduire à quelques théorèmes.
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En appelant $ la suilace du triangle sphérique, on a

S = (A + B + C: — i8o%

donc

- ::= P — ûo": d'où sin~=cosP.
2 ^ 2

Or la formule (3) nous donne

Par conséquent , on a

sin
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S(»il, jnaiiilcii.uil . un »|ii;uli ilnl«''rt> sj>li(''ri(|U(' ABCD,

([lie je suppose inscrit dans un [x'til «rrclc «lonl o est la

ilislance polaire.

Appelons n , ^, c , </ les côlés. ol m el // les diagonales

BDet AC.

En appliquant la l'orniule [a) au triangle AR(^, on

aura

. //

2 sin -
2

eus - rus sin H
?. ?.

de même, le tiiaugle ADC nous donne

2 sin -
2

laiiir =
ros - cos -'sm H

2 2

Par eonséquent

n h c d . .

cos - tos - ; cos — cos — '. '. sni : sni B.
2 2 2 2

c est le théorème correspondant à celui-ci, de géomé-

trie plane :

Dans le quadrilatère inscrit, les angles opposes sont

supplémentaires

.

Si l'on fait le ravon de la sphère = oo , alors cos - i

b . . ,..,.,. /'.

cos -. . . deviennent 1 unité, si 1 on eoTiserve aux cotes
2

des longueurs finies (*). Donc,

sin ï) = sin B.

Cequ on pouvait prévoir.

\') Car
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En général, la relation

sin - sin
2 2

a . c
cos - sin B (OS - sin C

2 2

servira à établir toute relation cherchée entre les diago-

nales.

Par exemple, faisons r^sc , la relation donne

m : « ; : sin C : sin B.

Ainsi l'on a ce théorème de géométrie plane :

Dans le quadrilatère inscriptihle les diagonales sont

en raison inverse des sinus des angles dont elles parlent.

On voit ici que ce théorème, dont j'ignorais Texistence,

a été entièrement déduit de la géométrie sphérique.

On peut, d'ailleurs, le démontrer très-simplement.

En géométrie plane, on a encore, sur le quadrilatère

inscrit, les deux théorèmes suivants :

i". Les diagonales sont comme les sommes des pro-

duits des côtés qui aboutissent ensemble ti leurs extn-

mités ,•

2°. Le produit des diagonales est égal à la somme des

produits des côtés opposés.

Les théorèmes correspondants sur la sphère ne se

démontreraient qu au moyen de calculs très-longs et très-

laborieux ; mais il existe un moyen simple d'y arriver.

En effet, supposons joints entre eux, par des lignes

droites, les points A, B, C, D, et nous aurons formé un

et si l'on suppose le rayon de la sphère =: c», on a

2 X -a.

W ''Il t'sl <ic mcmc des :iiiiii:s.
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quadrilatère plan iiiscril ABCl), dans lequel on a

i AC ; BD :: AD.AB + DC.CB : AD.DC 4-AB.CB.
^'

I
AC.BD = AD.BCh-AB.CD.

Mais, en supposant le rayon de la sphère = i, on a

. n . 1

AC = 2 sin - 5 BD =3 2sin - /w , . . -

2 2

ainsi de suite ; remplaçant dans (A), on a

1 .1 . a . d , c . h . n . b
sin - // : sin - m : : sin - sin—h sin - sin - ; sm — sin -

2 2 22 2222
,«^ / . d .

C
(B) < + sin - sin-

' ' 2 2

.1 .1 .1 .1 J 7 • ' ,
Sin - n sin - w = sin - /? sin - c -h sin - o sin - «

,

2 2 2 2 2 2

formules qui deviennent celles du quadrilatère plan

quand on suppose / = oo .

On pourrait encore, de tout ce qui précède , déduire

d'autres formules et d'autres théorèmes; je ne m'y arrê-

terai pas.

Enfin, on pourrait, comme précédemment, démontrer

les formules suivantes :

. A B . C . ,

sm - cos — sin c- = cos - sin \p — b
,

2 2 2

A B . . C .

cos - cos - sin c ^ sin - sin p ,

2 2 2

. A . B . . C .

sin - sin - sin c = sin - sin , p — c
,

2 2 2

a-\-b ~\-c^^=—2 =

et celles qu'on en déduit par des permutations entre les

lettres. Toutes ces formules peuvent être obtenues aussi

en appliquant celles M. Schmeisser au triangle polaire du

proposé.

Note. II reste à démontrer les réciproques des propo-

sitions B.
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QUESTION 216

( Toir p. 394 ) ;

fAU M. L. NICOLAS,
Elève an Ivcée d'Aix.

Dans un létraèdie OABC, iriieclangle eu O, la somme
des carrés des tangentes des angles ABO, ACO est égale au

carré de la tangente de l'angle dièdre qui a pour arête BC.

Abaissons OD perpendiculaire sur l'arête BC, et joi-

gnons DA ^ l'angle ODA sera l'angle rectiligne correspon-

dant à l'angle dièdre BC.

Désignons OD par r et DOB par a . nous aurons

OB = sec a , OC = coséc a

,

et la ibrmuic

don]

cl de là

I 1
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SOLITIOIV DE LA QIESTIOX 208

voir p. 23fl 1 :

Par m. F. AGARRAT,
Prolosseur de mathématiques supérieures au lycée d'Aix.

F (x) = o est une équation algébrique dont toutes les

racines sont réelles et inégales ; démontrer qu'en éga-

lant à zéro la dérivée seconde de (Fx~'), l'équation

{F'x)- F {x) F" (x)= o. qu'on obtient ainsi, a toutes

ses racines imaginaires. (Catalan.)

Supposons que l'équation F(j:) = o soit du degré m, et

désignons ses racines par a, /3, y, ^,.--ï nous pourrons

écrire

F {x) = {x— a.) (,r — p) (x — 7) {x — S) . . . .

Posons, pour abréger,

a = X— a, h ^= X — S, c =: x — 7, r/=.r — a,...,

nous aurons

(1) ¥{x) = ahrd.. .;

2 \uo ac ad hc lin ca I

Elevons les deux membres de Téquation (2) au carré, il

viendra

(F'.r)^ = (F.rV^(l + ^
I 1

-+-.FW.FW|^H--l-+ -^^-f-...+^+ ^^ + ...+;;^
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On aura donc

d'où

Le second membre, étant une somme de carrés, ne

peut jamais devenir nul^ donc le premier membre ne

peut s'annuler par aucune valeur réelle de x. Cette con-

clusion est vraie, à plus forte raison, pour le premier

membre de l'équation

(Y'xy—-Fx F"x= o;

donc, etc.

RESOLUTION DE LA QUESTION 210

( voir p. 392 ) ;

Par m. Edm. PLOIX,
Bachelier es sciences.

Théouème. D'un point M pris dans le plan d'une

I conique, on mène deux tangentes MP, MP' à cette coni-

que j r et r' sont les rayons de courbure enV etV : on a

la proportion

Mp' _r__

MF ''

Démonstration. Aux points P et P' menons les nor-

males PN, P'N', nous savons que l'on a

r'
~ '

P'i\'
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Il sulîil tloiic de démontrer que ion a

MP _ PIS

et, comme les angles P et P' sont droits, cela revient à

démontrer que les triangles MPN ,
M'P'N' sont sem-

blables , et que l'on a

angle PNM = angle MN'P'.

Abaissons du point M sur l'axe la perpendiculaire MA -,

joignons PA, P'A. Les deux quadrilatères MPAN

,

MAN'P' sont inscriptibles ; donc

PNM = PAM et MN' P' =: MAP'.

Or, AP, AM, AP', AN forment un faisceau harmonique,

et l'angle MAN étant droit, MA est la bissectrice de

l'angle PAP ; donc

angle PAM = angle MAP'
;

donc, etc.

SOLUTION DE LA QUESTION 214

I voir p. 393 ) ;

Par m. JAUFROID,
Biichelier es sciences mathématiques.

Si l'on coupe un cône droit par un plan , et que l'on

projette la section sur un plan perpendiculaire à l'axe du

cône et mené par le sommet , la projection aura ce sommet

pour foyer, et pour directrice la trace du plan sécant sur

le plan de projection.

Je prends l'axe des z pour axe du cône , et l'origine

pour sommet.
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Soit a la tangente de l'angle que lait la génératrice avec

J'axe, Téquation du cône sera

(i) 3 = « v/'.r= + j"^

Soit

(2) kx + Bj- + Cz = D

léquation d un plan
\
(i) et (2) sont alors les équations de

la section du cône par ce plan ; en éliminant z entre

elles, on a Téquation de sa projection sur le plan .x|>

,

savoir :

y-' _!_ jcî = -1-
( D — A.r — Br)'.

Cette équation montre que la distance d'un point quel-

conque de la courbe à l'origine est une fonction linéaire

des coordonnées de ce point-, l'origine est donc un foyer.

On sait , de plus
,
que cette fonction égalée à zéro

constitue l'équation de la directrice; par conséquent,

cette directrice est représentée par

A.r + B r = D.

Or, si l'on fait z= o dans l'équation du plan , on obtient

sa trace avec le plan xy^ savoir :

A.r H- B.r = o.

Donc le théorème est démontré.

Note. M. E. Ploix , bachelier es sciences , nous a

adressé une belle démonstration synthétique du même
théorème; nous la donnerons incessamment.

Le théorème est implicitement énoncé dans les Pro-

priétés projectiles de M. Poncelet, § 457- Nous devons

cette indication à M. Gentil, chef d'institution, auteur

d une démonstration synthétique d vm célèbre théorème
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il'Kuli'i'. attribue coiiunuiiémonl cà J,ainln'it, sur les airs

paraboliques ; nous donnerons <"ette dénionsliation on

i85o.

NOTE SIR LIE ABRE\l\TIO!\ DANS LA RECHERCHE DU PUS
f.RAND mmm diviseur de deux nombres;

Par m. g. -h. NIEVENGLOvSKl,

Répetilour au lycée Saint-Louis.

Toutes les fois qu'en cherchant le plus grand commun
diviseur de deux nombres , on trouve un reste plus grand

que la moitié du diviseur correspondant , on dit habi-

tuellement que Ton réduira deux divisions en une , et

.

au lieu de diviser le diviseur par le reste , on le divise par

son excès sur ce reste. Examinons.

En cherchant le plus grand commun diviseur de 36o

et 99 d'après la méthode générale, on a

36o
I 99 I

63
I

36
I 27 I 9.

Or, en forçant le quotient (je passe l'explication que tout

le monde connaît
)

, on dit : 63 ^— ^ donc, si l'on divise 99

par l'excès 36, au lieu de le diviser par 63, on a u/n^

division de moins à écrire. C'est là une illusion. Poui-

avoir l'excès 36, il faut faire une soustraction; on l'ei-

fectue justement en suivant la méthode générale, quand

on divise 99 par 63 , car le quotient étant i , cette division

revient à une simple soustraction.

Ensuite, dans la méthode générale on divise le premier

reste 63 par le second 36 , et il peut arriver, comme c'est

le cas ici
,
que cette opération l'cvienne encore à une sous-
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traction ;
taudis que , dans la méthode du quotient forcé

,

eu divisant le diviseur (99) par son excès (36) sur le

reste (63), le quotient étant au inoiiis 2 , il faut toujours

faire une division. Donc on ne réduit rien. Donc, dans la

recherche du plus grand commun diviseur de deux nom-

bres , non-seulement on ne gagne rien , on n'abrège rien .

en prenant le quotient par excès -, mais , bien au contraire

,

on peut allonger inutilement les calculs.

Note. Les quotients en dehors abrègent l'écriture des

fractions continues.

BIOGRAPHIE.

RICHARD, Professeur.

La réputation d'un professeur s'établit par des ouvrages

ou par ses élèves. Ces ouvrages consistent souvent en

livres qui enrichissent les catalogues, parfois les auteurs

.

très-rarement la science. Richard, résistant aux pres-

santes instances de ses collègues, n'a jamais voulu rien

publier (*). Il fuyait avec des soins inquiets tout ce qui

pouvait fixer sur lui l'attention publique, et menait une

vie tellement retirée, qu'il craignait même que le bruit

des éloges ne vint troubler, interrompre le silence habi-

tuel de sa chère solitude. Jamais je ne lai rencontré et

crois toutefois l'avoir connu, tant et depuis si longtemps

ses élèves m'ont entretenu de ses vertus, de son savoir,

de son talent de professeur. D'éminents élèves se sont

(") Vingt siècles au moins avant l'invention de l'imprimerie, l'Eccle-

siaste donnait cet avertissement : Mon Jlls, prends garde défaire trop de

livres; ce sont des peines d''esprit et de corps, sans fin (ch. XII, v. i2\
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assis sur les bancs de sa classe; car il était lui-même un

professeur éminent, sachant deviner les hommes de Ta-

venir, et donnant à chaque nature d'esprit la direction

et la culture convenables. D'un caractère très-timide,

nullement solliciteur, aucune démarche ne lui coûtait, en

faveur de ses élèves. Aussi tous en parlent avec amour et

vénération; tous pleurent un ami. Les grandes supério-

rités intellectuelles excitent l'admiration; mais le respect

et l'estime ne s'accordent qu'au mérite moral ; vérité vul-

gaire qu'on a besoin de souvent rappeler, parce qu'elle

est souvent oubliée , surtout dans les positions élevées : il

semble que, placé à certaine hauteur, on n'aperçoit plus

ce qui est au fond de la conscience.

Richard (Louis-Paul-Emile) est né à Rennes, le 3i

mars 179^. Son père, originaire des Vosges (Baubervil-

1ers) , lieutenant-colonel d'artillerie , a servi honorable-

ment dans les armées de la République et de 1 Empire, et

a été décoré sur le champ de bataille de Lutzen. Retiré

depuis i8i5, il est mort octogénaire à Rennes en i843,

et laissant sans fortune une veuve et quatre enfants dont

Richard était l'aîné. Une défectuosité corporelle, suite

d'un accident, empêcha le fils de suivre la carrière pater-

nelle. Il se voua à renseignement. Entré, en i8i4 , coramt-

maître d'étude au lycée impérial de Douai, il se lia d'a-

mitié avec l'élève \incent, depuis professeur au collège

Saint-Louis. En i8i5,il fut nommé professeur de sixième

au collège royal de Pontivy, et, en 1816, professeur de

mathématiques spéciales au même collège où son oncle

maternel, M. l'abbé Grandmoulin, mort curé à Saint-

Quentin, ètaitalorsproviseur. Cen'est qu'en iSaoqu'il fut

appelé à Paris pour enseigner les élémentaires Su collège

Saint-Louis. De là , il passa avec le même titre au collège

Louis-le-Grand, et l'année suivante, on lui confia enfin la

chaire de mathématiques spéciales qu'il a professées

Ann. dr Malhcmnt., t. YlII. (Décembre iS^f».^ '-^9
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avec grande distinction. S'élevant au-dessus de la mai-

greur classique du terrain officiel, il enseigna les princi-

pales théories analytiques de la nouvelle géométrie seg-

mentaire, aujourd'hui si universellement cultivée , hormis

dans l'Université (*). Richard était un des plus zélés par-

tisans de cette géométrie : on l'a vu, lui qui n'allait nulle

part, auditeur assidu en Sorbonne, au cours de M. Chasles,

le célèbre promoteur des méthodes homographiques. Se

tenant constamment au courant des progrès de la science ,

'

Richard en enrichissait son cours j les questions qu'il pro-

posait étaient recherchées des élèves; elles tendaient à

élargir l'esprit et non à le rétrécir, comme il arrive trop

souvent : aussi il a formé grand nombre d'hommes dis-

tingués, dont plusieurs sont parvenus à la célébrité. Ga-

lois [voir la note, p. 4^^) aurait doté la France d'un

Abel, si une mort violente n'avait rompu la trame d'une

vie courte et turbulente. M. Le Verrier est universelle-

ment connu par ses calculs astronomiques. MM. les exa-

minateurs Hermite etSerret marchent, encore jeunes, au

premier rang parmi les géomètres français. Tous les ser-

vices publics comptent des fonctionnaires de mérite que

Richard a fait entrer à l'Ecole Polytechnique, où la plu-

part ont amélioré leurs rangs d'admission : critérium

d'une instruction préliminaire solide. Animé pour la

sainte science d'un zèle pur et désintéressé , zèle excessi-

vement rare, il encourageait toute entreprise propre à

propager la vérité mathématique. C'est à ce sentiment

généreux seul que nous attribuons l'intérêt qu'il prenait

aux Nouvelles Annales^ la générosité était la qualité

prédominante de ce caractère exceptionnel : nous nen
citerons qu'un seul trait. Diverses circonstances avaient

(*) L'insuccès du dernier concours (élémentaires) en est une triste

conséquence.
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placé un fonctionnaire public dans une position fâcheuse :

risquant de perdre son emploi , et, pis encore, l'honneur,

il s'adresse à Richard, son ami d'enfance. En pareille oc-

casion, s'adressant à l'amitié, on en obtient facilement

des conseils, des remontrances, et très-difficilement des

secours pécuniaires; mais Richard n'était pas un ami or-

dinaire. Il n'hésita pas de faire le sacrifice de toutes ses

économies, fruit de plusieurs années de labeur : exemple

peu contagieux.

Richard n'a jamais été marié; mais il a constamment

rempli et supporté les charges d'un chef de famille dans

toute leur étendue. Pourquoi de tels hommes n'obtien-

nent-ils que peu de jours, tandis que des égoïstes, au

cœur glacé, comptent souvent des jours nombreux? Ano-

malie en deçà, dont l'explication est au delà. Après une

assez longue maladie , Richard a rendu le dernier soupir

le 1 1 mars 1849. MM. les professeurs Lionnet et Vincent

ont prononcé quelques paroles touchantes sur la tombe

de leur ami , et se sont montrés dignes interprètes de leur

douleur personnelle et des regrets de tous leurs collègues.

Au nom de la classe , un élève a adressé des adieux au cher

professeur.

Richard a été décoré le lo janvier iSSj. M. ^ ieille con-

tinue son enseignement, digne remplaçant qui maintiendra

l'esprit de progrès dans cette classe supérieure. Des travaux

sérieux montrent, dans ce jeune agrégé, une intelligence

animée , en mouvement avec la science 5 tandis que tant

d'autres cristallisent doucement sous l'influence concré-

tionnante des programmes (*).

(*) Richard a laissé beaucoup d'écrits sur les diverses parties du cours.

La famille devTait faire compulser ces papiers par un homme compétent.

C'est a M. le professeur Lionnet que nous devons ce renseif^nemeiit et loti-,

les faits do cette Nolice.

29.
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Noie. Galois (Evariste) a été assassiné le 3i mai i832,

dans une rencontre dite d'hontieurj par antiphrase. Né à

Bourg-la-Reine (Seine) le 26 octobre i8n, il est entré au

collège Louis-le-Grand en iSaS; bientôt il attira l'atten-

tion de Richard, qui devina un esprit destiné à sonder

toutes les profondeurs et à étendre le domaine de la

science. S'étant présenté aux examens de l'Ecole Poly-

tehnique eu 1828 et 1829, Galois fut déclaré inadmis-

sible. Nous répéterons ici , et nous ne cesserons de répéter

une réflexion que nous avons déjà consignée mainte fois :

Un candidat d'une intelligence supérieure est perdu chez

un examinateur d'une intelligence inférieure. Nie ego

barbaiiis suiii quia non intelligor illis. Certes, M. Liou-

ville
,
qui nous a fait connaître le génie de Galois {^Journal

de Mathématiques, tome XI, page 38 1, année 1846),

ne l'aurait pas jugé incapable.

Un jeune arithmologue, de belle espérance, vient de

lire à l'Académie un Mémoire qui a été écouté avec intérêt

par les DU majores de l'Olympe scientifique; ce même
jeune homme est admis le quatre-vingt-troisième sur cent

à l'Ecole Polytechnique ! le quatre-vingt-dixième de la

même liste est admis le premier, sur quatorze j à l'Ecole

Normale ! Les examens ont des mystères devant lesquels

je m'incline. Comme les mystères de la théologie, la rai-

son doit les admettre avec humilité , sans chercher à les

comprendre
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DÉMONSTRATION DU THÉOUÈIE DE M. STEINEU SIR LES

CONIQIES INSCRITES A IN TRIANGLE;

Par m. Paul SERRET,

Élève de l'École Normale.

1 . Lemme. Le lieu des centres des coniques tangentes

à trois droites données, et dont la somme (algébrique)

des carrés des axes est constante , est un cercle ayant pour

centre le point de rencontre des hauteurs du triangle

formé par les trois tangentes.

Démonstration. Prenons pour axe des j^ l'une des hau-

teurs BO du triangle ABC formé par les trois tangentes

,

et pour axe des x le côté opposé AC
;
posons

et que la conique soit représentée par l'équation ordi-

naire à six termes. Adoptant la notation des identités de

M. Terquera , on aura
,
pour exprimer que la droite

dy+ ex-hf= o , est tangente à la conique , la relation

suivante :

(T) l'd-— den + le- 4- w/' + 2r//X' -f- 2e/. f.; = o.

(D) dj -\- ex -h/=o.

Exprimons que la relation fondamentale a lieu pour

«hacun des côtés du triangle x\BC

,

(i) AC, j = o; (rf= I, e = o, /=o);

(2) AB, ay -\- bx — ab =0; {d = a, e= b, /=— ab);

(3) BC , a'y + bx — a'b = o
;
{d=a', e= b, f— — a'b).

L'équation de condition (T) appliquée à AC, donne

tout d'abord la condition

(I) /' = o.



( 454 )

Introduisant immédiatement ce résultat dans (T), on peut

écrire cette équation sous cette forme :

(T') 2d^.- -<?'.i = 2rf/. --h2<?/.--f-/^mm mm
Appliquant à AB et BC cette nouvelle forme de l'équa-

tion de condition, nous arrivons aux équations suivantes :

n ^ l , h' k
lab • b^ • — z=z — ia?b- 2«o' |-«^o%

m m m m
et

2fl'è • — — é^- — =— la^'b 2fl'è' h a" 6%mm mm
ou bien

(II) ia • b' — =a \ab — ia ib — ]•,

m m \ mm]
et

(III) ^a'--—b.- = a'(a'b — 7.a'-—:ib-
m m \ m m

Les équations (I), (II) et (III) que nous venons d'ob-

tenir, expriment que la conique proposée est tangente aux

trois côtés du triangle, représentés par les équations (i),

(2) et (3).

Exprimons maintenant la deuxième condition , à savoir

que la somme des carrés des axes de la conique est égale à

une quantité connue H^; il vient

4/wNL 4.NL
, , , _.H'=+±-— = +^ (t. I, p. 493).

Or ici les axes étant rectangulaires , on a

N = A +C;

d'ailleurs, on sait que

A X 4L = '^' — ml

,
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que

CX 4L= ^" — ml'= k'\

à cause de /'= o.

Donc, la deuxième condition est exprimée par cette

équation :

ou

\fn
j \m I m

Des équations (I) et (U) tirant la valeur du rapport —

,

pour la substituer ensuite dans Téquation (IV), on ob-

tient successivement

aa' \h — 2 —
l \ m
m

et

IV^) (iV-+^^)+.f^.£_n— .a' = o,
m

k k'
ou bien , remplaçant enfin — -, — par x , r coordonnées

^ ' m m '-

du centre de la courbe , il viendra
,
pour le lieu cherché

des centres,

(V) jT^-h 7= + 2-y- • j — H= — «a'— o;

équation d'un cercle ayant son centre situé sur l'axe des y^

l'une des hauteurs du triangle considère. Donc , ce centre

est le point de rencontre des trois hauteurs , comme on

peut d'ailleurs le vérifier facilement, car on a pour For-

donnée o du centre

,

,
. aa'
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et
,
pour sou rayon,

{b) K' = Q' -h an' -\- H^

On peut mettre la valeur du carré du rayon sous une

autre forme équivalente plus simple. Soit I le point de

rencontre des hauteurs, et BIO l'une des hauteurs. On
aura , d'après l'équation (&),

R2 =r ÎO' H- OA . OC -f- H%

OA, OC étant d'ailleurs de mêmes signes ou de signes

contraires, suivant que, etc. ^ mais on voit facilement

que OA . OC =— OB . 01 ; donc

R' = H^ _l_ 01(01 — OB) = H^ + 01. IB;

ainsi donc

,

{h') R' = H'+OI.IB;

le produit 01 . IB étant d'ailleurs positif ou négatif, sui-

vant que le triangle ABC est obtusangle ou non.

On pourrait tirer de la formule [b') plusieurs consé-

quences, que je passe sous silence.

2, Théorème de M. Steiner. On peut inscrire ou

ex-inscrire à un triangle six coniques égales à une co-

nique donnée ; leurs centres appartiennent à une même
fiirconférence de cercle ayant pour centre le point de

rencontre des hauteurs du tnangle.

Démonstration. La même que ci-dessus, page 453.

Observation. On pourrait peut-être démontrer direc-

tement et géométriquement la formule {b').

3. Théorème Par le centre I d'une ellipse , menons

un diamètre indéfini quelconque BIO 5 menons à la

courbe une tangente COA perpendiculaire à ce dia-

mètre , et le rencontrant en O; puis, sur le prolonge-

ment de 01, prenons le point B tel, que Von ait en

valeur absolue 10 . IB = a} -\- b- [a et b étant les demi-
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axes de la courbe) -, du point B ainsi déterminé :, menons

deux tangentes BA, BC à la courbe. Le point de ren-

contre des hauteurs du triangle circonscrit à la courbe j

et formé par les trois tangentes AC , BC , BA , sera le

centre même I de la courbe.

N. B. Le cas où l'ellipse devient un cercle, se vérifie im-

médiatement. Le triangle circonscrit est alors le triangle

équilatéral.

Démonstration . Si le point de rencontre des hauteurs

du triangle ABC n'est pas le point I, ce sera un autre

point tel que F situé sur le diamètre BIO , et l'on aura

alors , d'après la formule (b'
)

, et en prenant les produits

de lignes en valeur absolue :

ïr' z= r- = a-+b'— or. BI'
;

mais déjà, par construction, on a

10.18 = 0^+6';

il viendra donc

n' = r'=z lO.IB — l'O.I'B.

Posons

10 = a, IB = 6;

d'où , à cause de

W—r, rO = a + r, rB = 6 — r,

il viendrait donc

/•==a6 — (a ~\-r){%— r) = r= -f- (a — S)/-,

ou , enfin

,

(«) (a — 6)r=0.

Or, on a toujours , d'après notre construction
,

a = 10< ê = IB.
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Car,

10 < « ou 10 < v/tf^'+ b';

et comme 10 . IB = «- -f- Z>%

donc ou a toujours IB^IO*, et la relation [a) devient

(a') r=II'=o.

Ainsi le point I' coïncide avec le centre I de l'ellipse, qui

est bien le point de rencontre des hauteurs. C. Q. F. D.

4. La formule [b') permet de résoudre ce problème :

Circonscrire à une ellipse donnée un triangle dont le

point de rencontre des trois hauteurs soit donné.

SECONDE DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 50

(voir t. II, p. 24.3) ;

Pab m. g. marqfoy,
Elève en spéciales (Sainte-Barbe).

Une corde étant inscrite dans une parabole, le produit

des distances des extrémités de cette corde à un diamètre

quelconque est égal à la partie de ce diamètre interceptée

entre la courbe et la corde multipliée par le paramètre de

l'axe principal.

Soient

j-=- 2.px , équation de la jjarabole, axes rect.;

y = mx -+- n , équation de la corde ;

r = b , équation du dianoètre
;

(,t', y'), les coordonnées du point A, extrémité de ia rordc
;

(x", y"), celles de B, seconde extrémité de la corde;
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.ni / / P+^P^— 7.pmn ,. 1 .AP = — y =:. h — = distance du point A

BQ — y"~ b = ^ ^ "i-pmn _ ^ _ jjstance du point B
m

au diamètre
;

listance du pn

au diamètre
;

AP.BQ=^^^^^^-(^-6V=-/' ^^~" *"'
m j \ /n ip

Mais est l'abscisse correspondante au point de

la corde dont l'ordonnée est h. De même — est l'abscisse
^P

correspondante au point de la courbe dont l'ordonnée est

h. Donc, en prenant la différence de ces deux abscisses,

AP.BQ=:2/?.CD. C Q.F.D.

LIMITE D'UN PRODUIT DE COSINUS EN NOMBRE INFINI.

(Briot, Géométrie analytique.

)

Théorème. La limite du produit infini

a a a
CCS a cos - ces — ces —

2 2' 2'

sm2a
est

2a

Démonstration. Soient

a a a
cos a cos - cos — • • cos— = P,

2 2' 2"

. a . a .a
sm a sin - sin — • • • sin — = O ;

2 2' 2"
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on en tire, par voie de multiplication,

I sin 2 d O

sin —
2"

d'où

sin « 2 a
P =

a
2"-*-' sm—

in

n devenant infini, sin— devient égal à—, et par là

yx sm 2a,, ,

.

x'= a la limite.
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— Lemmes sur les cercles inscrits à un triangle et solution

algébrique du problème de Maliatti 63

AGARRAT (F.)
,
professeur de mathématiques supérieures au lycée

d'Aix.

—

f{x)^=o est une équation algébrique dont toutes les

racines sont réelles et inégales; démontrer qu'en égalant à zéro

la dérivée seconde de (^j^^')) l'équation

[/'W?-i/(^)/"W = o,

qu'on obtient ainsi , a toutes ses racines imaginaires 44 •^

BIGOURDAN (Ex.), professeur de mathématiques au lycée Monge.

— On a un cône droit circulaire; d'un point pris sur la surface

comme centre, avec un rayon r, on décrit sur la surface du cône

une courbe ; on développe ensuite la surface sur un plan , et l'on

demande l'équation de cette courbe après le développement. . . 9

BRETON (de Champ) , ingénieur des Ponts et Chaussées. — Trouver

l'équation d'une surface algébrique sur laquelle on ne puisse

tracer qu'une seule et unique droite 61 et i3o

BRUNE, conseiller à la Chambre des Comptes, à Berlin. (Crelle.)—
Par le milieu d'une diagonale d'un quadrilatère plan , on mène

une parallèle à la seconde diagonale, et par le milieu de celle-ci

( ') Nous devons ces tables à l'extrême obligeance de M. le professeur

Anne f T éim ^
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une parallèle à la première diagonale. On joint le point d'inter-

section de ces deux parallèles aux quatre points milieux des

quatre côtés du quadrilatère : le quadrilatère sera partagé en

quatre quadrilatères équivalents 365

CATALAN (E.). — Théorie des fractions continues i54

CLAUSEN ( Th.) , à Altona. (Crelle.) — Théorie des lunules géomé-

triquement carrables SgS

COLLETE (J.), ancien élève de Saint-Cyr, soldat au 3^ régiment de

marine. — Note sur quelques formules de trigonométrie sphé-

rique, et sur le quadrilatère sphérique inscrit 4^5

COUPY (J.), professeur à l'École militaire de la Flèche, — Note sur

les rapports entre le cylindre équilatéral et le cône équilatéral

inscrits ou circonscrits à une même sphère et cette sphère 67

DOSTOR (G.-J.), docteur es sciences mathématiques. — Dans tout

nombre, la somme de plusieurs diviseurs est à celle des quo-

tients correspondants dans le rapport inverse de la somme des

valeurs inverses des diviseurs et de celle des valeurs inverses

des quotients 101

— Relation entre les distances des centres, la corde commune et

les quatre segments de la ligne des centres de deux cercles qui

se coupent , aire du triangle 284

— Rotation d'un corps autour d'un point fixe, lieu de l'axe du couple

des forces centrifuges quand le corps n'est sollicité par aucune

force accélératrice 4^8

DOULIOT (E.), externe du lycée Monge.— Soient F, P' deux points

appartenant respectivement à deux ellipses homofocales , tels

que les tangentes menées à ces courbes en P et P' se coupent à

angle droit; en désignant par 1 le point de leur intersection, et

par C le centre commun des ellipses , la droite CI divisera en

deux parties égales la distance PP' 248

EISENSTEIN P. E.). (Crelle.) — Résolution générale des équations

des quatre premiers degrés 1 10

— Note sur les fractions continues 34

1

— Nouvelle démonstration et généralisation du théorème bino-

mial 344

— Transformation remarquable d'une fonction du quatrième degré. 4 ' 7

EMERY (H.) élève du lycée de Versailles. — Trouver la n'ème déri-

vée de x" (x — 1)", et démontrer que cette dérivée, égalée à

zéro , a n racines réelles comprises entre o et i 4^

FÉRIER (E.) , élève du lycée Charlemagne. — Dans un pentagone, si

l'on considère comme sommets d'un pentagone : 1° les points

milieux des cinq diagonales; î" les centres de gravité des cinq
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triangles tbrniés par deux diagonales et un côté, on obtient

deux pentagones semblables et inversement placés 142

FOUCAUT (C), élève de l'institution Barbet (admis le SG^ à l'École

Polytechnique). — Principe fondamental de la trigonométrie

sphérique 58

— Théorème sur les polaires 286

GENTIL, chef d'institution , ancien élève de l'École Polytechnique.

— P est un point quelconque pris dans le plan de deux cercles

donnés; P' est le point d'intersection des deux polaires de P re>-

lativement aux deux cercles; P et P' sont dits points réci-

proques : prouver que l'axe radical passe par le milieu de la

droite PP' . .... 290

GILLES (Lccien), élève du lycée Monge. — Théorème sur le système

de droites conjuguées à une conique et passant par un même
point 87

GUILMIN, professeur. — Note sur les équations qui ont des racines

en progression 2^2

GUILLON (Et.), maître surveillant à l'École Normale. —Théorie des

quantités négatives 28

HAREL (Jules) , élève du lycée de Rouen (admis le 64* à l'École Po-

lytechnique). — Même question que celle qui a été traitée par

M. Gentil 206

— Le lieu décrit par le sommet d'un angle droit circonscrit à des

coniques homofocales est un cercle 234

JAUFROID, bachelier es sciences mathématiques. — Si deux para-

boles, qui ont une tangente commune et un foyer commun, se

coupent sous un angle constant , leur point d'intersection dé-

crira une circonférence de cercle 877

— Si l'on coupe un cône droit par un plan , et que l'on projette la

section sur un plan perpendiculaire à l'axe du cône et mené par

le sommet , la projection aura ce sommet pour foyer, et pour

directrice la trace du plan sécant sur le plan de projection. . . . 44-^

JUBÉ (Eugène), professeur au lycée de Saint-Omer. — Trouver la

courbe enveloppe de toutes les hyperboles équilatères concen-

triques , et coupant orthogonalement une même droite donnée. 376

KOPPE (C), à Soest. (Crelle.)— Cubature d'un polyèdre à faces tra-

pèzes I oS

KRONECKER'(L.), étudiant à Berlin. (Crelle.) — Nouvelle démons-

tration de l'irréductibilité de l'équation

P—

'

i-î-a:-l-x'-i-...-t-x =^0,

quand p est un nombre premier 4 ' 9

T.\ROr.HE (Ff.Lix) , élèvo du lycée de Vpvsaillos «dmis le 9.')* à l'Érolf
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Polytechnique).— Théorème de collinéation sur le triangle rec-

tiligne 295

— Même théorème sur la sphère 4'

5

— Propriétés des paraboles homofocales 297

LEBESGUE. — Si , autour d'un point fixe , on fait tourner une trans-

versale qui rencontre une surface géométrique en autant de

points A , B , . . . qu'il y a d'unités dans son degré , et qu'on

prenne sur cette transversale, dans chacune de ses positions , un

point M , tel que la valeur inverse de sa distance au point fixe

soit moyenne arithmétique entre les valeurs inverses des dis-

tances des points A, B. . . à ce point fixe; le plan M aura pour

lieu géométrique un plan 22

— Extraits d'Exercices d'analyse numérique 81 et 3^7

— Résolution générale des équations des quatre premiers degrés.. . 1 10

— Note sur l'hexagramme mystique 189

— Note sur l'équation du troisième degré 219

— Note sur la plus courte distance de deux droites; application aux

surfaces 236 et 38i

LEBON ( J.-N.). — Note sur les équations du premier degré 59

LEMOINE , professeur à Nantes. — Théorème de Mœbius sur la co-

nique déterminée par cinq points sur un plan 298
— Par le foyer d'une ellipse on mène deux cordes rectangulaires,

dans le cercle décrit sur le grand axe comme diamètre; les deux

cordes sont égales à deux diamètres conjugués de l'ellipse ; et

si l'on mène par le centre, dans le cercle, un diamètre parallèle

à l'une des cordes, il est partagé par l'autre corde en deux seg-

ments égaux aux rayons vecteurs qui vont du foyer aux extrémités

d'un des diamètres conjugués de l'ellipse 379

LENTHÉRIC neveu, professeur. — Théorie générale des polaires

réciproques planes 262

L10NNET(E.), professeur au lycée Descartes. — Note sur les ap-

proximations numériques 266

LORIEUX (E.), élève du lycée Monge. — Composition du concours

général de iS/jg ( mathématiques élémentaires) 369

MANNHEIM (A.), élève du lycée Charlemagne (admis l'École Po-

lytechnique). — D'un point A , extérieur à une courbe du se-

cond degré, on mène deux tangentes AB , AC ; d'un point G de la

courbe , on mène une tangente DE et un diamètre conjugué GO ;

on joint le point A au point de rencontre de ce diamètre avec

la corde de contact BC : cette droite partagera en deux parties

égales la portion de tangente DE comprise entre les deux tan-

gentes AB , AC 89

MARQFOY (G.), élève de Sainte-Barbe. — Seconde démonstration

du théorème 5o (t. Il , p. 24.^) 4^8

MlNARELLl (Camillo). — Théorie des parallèles 3i2
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MURENT ( J.) |di' CUnmoiil-b'criaiidJ. — Inscrivaiil nuf droite dails

l'aiiple des asymptotes d'une hyperbole , de telle sorte qu'elle

intercepte un li'ianjjle dans cet an(;le et un segment dans l'hy-

perbole ; la droite allant en s'éloignant du centre parallèlement

à elle-même , la limite de l'aire du segment divisée par l'aire

du triangle est égale à l'unité [ Probl. loo , t. VIU , p. 107 ] . . . . , /( 1 >

— Une tangente à une conique à centre, étant interceptée par deux

autres tangentes parallèles, le produit des segments formés sur

la première tangente par le point de contact est égal au carré

du demi-diamètre parallèle à cette tangente [Probl. 197, t. VII,

p. -^48] • 4'^^

NICOLAS (L.), élève au lycée d'Aix. — Dans un tétraèdre ABC
trirectangle en 0, la somme des carrés des tangentes des angles

ABO, ACO est égdle au carre de la tangente de l'angle dièdre

qui a pour arête BC 44 j

NlEVENGLOSKl (O.-H.) , répétiteur au lycée Saint-Louis. — Note

sur une abréviation de calcul dans la recherche du plus grand

commun diviseur de deux nombres ',/|-

FISTORIS (de), capitaine d'artillerie. — Énoncés de plusieurs pro-

priétés de l'ellipse et de l'hyperbole G/j

— Démonstration de l'inexactitude d'un théorème énoncé au t. Vil

,

p. 334 Gf)

PLOIX (Edm..), élève du lycée de Versailles, bachelier es sciences. —
Propriété des polaires 1^2

— D'un point M pris dans le plan d'une conique, on mène deux

tangentes MP, !V1P' à cette conique ; r et ;' sont les rayons de

MP' r
courbure en P et en P', on a l'égalité —— = — 444

MP'' '"

POLIGNAC (Alphonse de), élève de l'institution Sainte-Barbe (admis

le 83* à l'École Polytechnique).—Propriété des nombres cubiques. 2 1 :>

— Six propositions arithmologiques déduites du crible d'Ératos-

thène 4^3

SAINT-VENANT (de). — Cinématique , mouvements relatifs à des

systèmes quelconques 326

SERRET (Paul) (admis à l'École Normale). — Propriété des hyper-

boles équilatères concentriques 271

— Démonstration du théorème de M. Sleiner sur les coniques inscrites

à un triangle ^Si

SORNIN (J.), professeur de mathématiques au lycée de Reims. —
Recherche du nombre de chiffres que fournit à la période une

fraction ordinaire réduite en fraction décimale ^o

STERN. (Crelle.) — Trois théorèmes d'arilhmologie >:h>

Ann de Mathrmai. , f. VIII. (Décembre 1849 ;
'^"
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TERQLi'EM (Paul), professeur d'hydrographie, à Dunkerque. —
Compte rendu du cours de l'École navale
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par M. V. Caillet. . .
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208

TERQUEM ( O. ) > rédacteur. — Théorème sur les carrés des côtés
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page 447 96
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Recherche du nombre des chiffres que fournit à la période une
fraction ordinaire réduite en fraction décimale

;
par M. /. Sormn. 5o

Dans tout nombre, la somme de plusieurs diviseurs est à celle des

quotients correspondants , dans le rapport inverse de la somme
des valeurs inverses des diviseurs et de celles des valeurs inverses

des quotients; par M. G.-D. Dcstor. . » loi

Propriétés des nombres cubiques , Note relative à l'article de

M. Midy, t. V, p. 64o; par M. Alph. de PoUgnac 2i5

Note sur les approximations numériques; par M. E. Lionnet 266

1°. Trouver la somme des n premiers termes de la série dont le
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Parle milieu d'une diagonale d'un quadrilatère plan, on mène
une parallèle à la seconde diagonale, et par le milieu de celle-ci

une parallèle à la première. On joint le point d'intersection de
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siu'A -(- sin'B -t-sin'C =i -+- 2 sin A sin BcosC h- 1 sin A sinC cosB

-I- 2 sin B sia C cos A
;

jiar le nicinc 1 00

\l. Trigonométrie spbérique.
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./''\ • »/*\ • ./'^\ • /''\ (^\sin'
I

- l-i-sui'l - I -+- sin^ I - 1 ::^ 2 sin I - I sin I - j cos C

i"(:)-(0

par iM. O. Tcrqurm lou

Note sur quelques formules de trigonométrie sphérique , et sur le

quadrilatère sphérique inscrit
;
par M. J. Colleté 4^5

VII. Géométrie analytique à deux dimensions.

On donne un cône droit circulaire ; d'un point pris sur sa surface

comme centre, avec un rayon r, on décrit une courbe sur la surface

du cône , on développe ensuite la surface sur un plan , et l'on de-

mande l'équation de cette courbe après le développement. Discus-

sion du problème
;
par M. Él. Bigourdan

çj

Toutes les circonférences circonscrites aux triangles formés par des

systèmes de droites conjuguées passant par un même point pris

dans le plan d'une ellipse et par une droite parallèle au diamètre

conjugué du diamètre qui passe par le point O, se coupent en un

même point situé sur le diamètre qui passe par le point O
;
par

M. Lucien Gilles 87

Équation de la courbe que décrit un chien à la poursuite de son

maître qu'il voit constamment parcourir une droite , le rapport m
des vitesses étant constant; par M. X 91

Note supplémentaire au théorème homographique (de la page '|47

du tome Vil). Dans le plan d'une conique, on mène par le point

lise un sécante, rencontrant la conique aux points M et M', le

3 sin
I
— ) sin ( - | cos A'

2 sin I I sin I
- I cos B' ;



lifu du point N pris sur celle «Iroitc, de manière que le rapport

MN.OM' . . .

anharinonique ^.^ ,,,.

,

soit constant , est une seconde conique ;

^ MO.NM'
par M. O. Terquem ijf)

Théorèmes d'homogénéité ; par le même « \\h

Théorèmes et problèmes élémentaires sur le foyer et la directrice de

la parabole
;
par le même . 121

JNote sur l'hexagramme mystique de Pascal ( relatif à l'article , t. 111

,

p. 3o4 ) ;
par M. Lebesgue i .^9

1°. Le carré de la distance du centre d'une ellipse à une tangente

diminué du carré de la distance du même centre à une parallèle

à cette tangente menée par un foyer est égal au carré du demi-

petit axe; "î" le lieu géométrique du sommet d'un angle droit cir-

conscrit à deux ellipses homofocales est un cercle concentrique

aux ellipses (ces deux théorèmes sont relatifs à l'article suivant de

M. J. Harel, p. j'iff , même volume)
; par M. 0. Terquem n!\

Le lieu décrit par le sommet d'un angle droit circonscrit à deux

coniques homofocales, est un cercle; par M. /. Harel '^^

Théorie générale des polaires réciproques planes (Note relative aux

relations d'identité de M. O. Terquem, t. VII, p. 3o8 et 409) ;
par

M. Leuthéiic, neveu '^-'-yj-

Note sur l'angle droit circonscrit à deux coniques
;
par M. O. Ter-

quem • • 28.(

Théorèmes sur les polaires
;
par M. C. Foucault ?.'è&

Si une droite est asymptote d'une branche de courbe algébrique,

elle l'est également d'une seconde branche (théorème démontré

par M. A. Serret, t. VI, p. 317); seconde démonstration de

iVf. O. Terquem 'ib8

Ylll. Géométrie analytique à trois dimensions.

Cubature d'un polyèdre à faces trapèzes, d'après M. C. Koppc,

à Soest; par M. 0. Terquem 108

Propriété des ellipsoïdes homofocaux ;
par le même 336

De la plus courte distance de deux droites, application aux surfaces;

par M. Lebesgue j'^G

Note sur cet article ;
par le même 38i

Si autour d'un point fixe on fait tourner une transversale, qui ren-

contre une surface géométrique en autant de points A, B, etc.

que le degré de son équation a d'unités, et qu'on prenne sur cette

transversale, dans chacune de ses positions, un point M tel que lu

valeur inverse de sa distance au point fixe soit moyenne arithmé-

tique entre les valeurs inverses des distances des points A, B, clc.

à ce point fixe, le point W aura pour lieu géométrique un plan ;

par le même ' •



l\. Slaliqiu'.

Ciiicnialique. — Sur les inoiutuiuTits relalils ù des syslcnies quel-

conques
;
par M. A' Saint-Vcnani i:>6

Rotation d'un corps autour d'un point lixc, lieu de l'axe du couple

des forces cenlrit'ujjes, quand le corps n'est sollicité par aucune

force accélératrice
;
par M. G -J . Dostor !{0S

SOLUTIONS DES QUESTIONS PROPOSÉES.

|. Algèbre supérieure.

Trouver la n''""^ dérivée de x" [i— r)» ;= o, et démontrer que cette

dérivée a n racines comprises entre o et i. [Probl. 191, t. VII,

p. 368.] Par M. Émery 55

l"'(x')=:o est une équation algébrique dont toutes les racines sont

réelles et inégales; démontrer qu'en égalant à zéro la dérivée

seconde de [F(x]]-' , l'équation (FV/— F(r) F"(ar)= o que l'on

obtient ainsi a toutes ses racines imaginaires. [Probl. lo/j , t. VIIl,

p. 236.] Par M. Agarrat 44^

11. Géométrie élémentaire.

Dans un pentagone, si l'on considère comme sommets d'un penta-

gone : 1° les points milieux des cinq diagonales; 2° les centres de

gravité des cinq triangles formés par deux diagonales et un côté

,

on obtient deux pentagones semblables et inversement placés.

[Probl. 203, t. Vlll, p. 45.] Ce théorème est relatif à l'article du

t. VII, p. 44' I
sur les moyennes distances; par M. E. Féiier 142

P est un point quelconque pris dans le plan de deux cercles doiinés
;

P' est le point d'intersection des deux polaires de P relativement

aux deux cercles; P et P' sont dits points réciproques; prouver

que l'axe radical passe par le milieu de PP'. [Probl. 8, t. VI,

p. 4^2.^ Par M. Edm. Ploix s i52

Même théorème ;
par M. Gentil 290

III. Géométrie analytique à denx dimensions.

Solution géométrique de ce théorème : D'un point A extérieur à une

courbe du second degré , on mène deux tangentes AR et AC ; d'un

point G de la courbe, on mène une tangente DE et un diamètre

GO; on joint le point A au point de rencontre de ce diamètre

avec la corde de contact BC ; cette droite partagera en deux par-

ties égales la portion de tangente DE comprise entre les deux tan-

gentes AR, AC. [Probl. iSi, t. VI , p. 242.] Par M. A. Mannheim. . 89

Soient PP' deux point;, appartcnani ro-ipcctivcmenl h deux ellipses
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Papes.

Ii( 1 1110 local es , lels que les tangentes qu'on mène à ces courbes en

P et en P' se coupent à angle droit ; en désignant par 1 le point de

leur intersection, et par C le centre commun des ellipses, la

droite Cl divisera en parties égales la distance PP'. [Probl. soi,

t. VIII
, p, 44.] Par m. Jules Harel jo6

Même théorème; par M. E. DouUiot ^48

1°. Propriétés des hyperboles oquilatères concentriques; 2° étant

donnée la base d'un triangle curviligne formé par trois axes d'hy-

perboles équilatères , ayant le même centre, le lieu du sommet

,

lorsque l'angle fait par les deux côtés est constant, sera une
ellipse de Cassini [Probl. 176, t. Vil, p. 45]; 3° si l'on substitue

dans l'équation polaire d'une droite r' au lieu du rayon vecteur r,

et 2 TO au lieu de l'angle polaire w , on obtiendra l'équation d'une

hyperbole équilatère. D'une manière analogue, en substituant

V— 1 Itangl-J
I

pourtang|-J, et >o> pour w dans l'équation

()olaire sphérique d'un grand cercle, et en changeant les con-

stantes, de manière que les imaginaires disparaissent, on tombera
sur l'équation d'une hyperbole équilatère sphérique. [Probl. 190,

t. VII
, p. 240.] Par M. PaulSerrcl :>'i

litant donné un triangle plan, soient trois paraboles, ayant même
foyer, dont chacune est touchée par deux côtés du triangle ; si l'on

mène à la première de ces paraboles la tangente qui coupe per-

pendiculairement le troisième côté du triangle, et de même pour

les deux autres, les trois droites qu'on obtient ainsi seront toutes

tangentes à la même parabole homofocale avec les trois autres.

[Probl. io3, t. VIII
, p. 108.] Par M. F. Laroche J97

Cinq points sont situés dans un plan , et tels que trois ne sont pas

en ligne' droite; il y en a toujours quatre, sommets d'un quadrila-

tère convexe; par les quatre points, on mène deux paraboles; la

conique passant par les cinq points est: 1° une parabole, si le

cinquième point est sur l'une des deux paraboles; 2° une hyper-

bole , si le cinquième point est dans l'intérieur ou hors des deux

paraboles; 3° une ellipse, si le cinquième point est dans l'inté-

rieur d'une parabole et hors de l'autre. [Probl. 17g, t. VII
, p. 75.]

Seconde démonstration
;
par M. Lemoine «^S

La courbe enveloppe de toutes les hyperboles équilatères concen-

triques, et qui sont coupées orthogonalement par une même
droite , a pour équation

?. î- i
2 i =,.,333

X — y-— a- = .ia x y ,

les axes étant rectangulaires. [Probl. 198, t. VII, p. (48.1 Par

M. Eug. Jubé .Î7H

Etant donnés un point et une droite: soient deux paraboles ayant
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toutes deux pour taiijjeiile la droite donnée et le point donné

pour foyer commun , en supposant qu'elles se coupent toujours

sous le même an[;le; leur point d'interjection décrira un cercle.

[Probl. 203 , t. Mil
, p. /|5.] Par M. Jau/roid :i77

Par le foyer d'une ellipse , on mène deux cordes rectangulaires , dans

le cercle décrit sur le (jrand axe comme diamètre; les deux cordes

sont égales à deux diamètres conjugués de l'ellipse : si par le

centre on mène dans le cercle un diamètre parallèle à l'une des

cordes , il est partagé par l'autre corde en deux segments égaux

aux rayons vecteurs qui vont du foyer aux extrémités d'un des

diamètres conjugués dans l'ellipse. [Probl. 178, t. "VU, p. 75.]

Seconds démonstration
; par M. Lemoine ^714

Inscrivant une droite dans l'angle des asymptotes d'une hyperbole,

de telle sorte qu'elle intercepte un triangle dans cet angle et un

segment dans l'hyperbole : ia droite allant en s'éloignant du centre

parallèlement à elle-même , la limite de l'aire du segment divisée

par l'aire du triangle est égale à l'unité. [Probl. 100, t. VIII,

p. 107.] Par M. il.-J. Murent (de Clermont-Ferrand ) !\i 1

Une tangente à une conique à centre, étant interceptée par deux

autres tangentes parallèles , le produit des segments formés sur la

première tangente par le point de contact est égal au carré du

demi-diamètre parallèle à cette tangente. [Probl. 197, t. VII,

p. 448-.] Par 'e même 4 1

3

D'un point M pris dans le plan d'une conique, on mène deux tan-

gentes MP, MP' à cette conique, r et r' étant les rayons de cour-

M P ^
/'

bure en P et en P', on a l'égalité =^ —7^ . \ Probl. 1 1 o, t. \ 111

,

MP'

p. 3t)2.] Par M. Edni. Ploix j44

lY. Géométrie analytique à tro's dimeusions.

l'rouver l'équation d'une surface algébrique sur laquelle ou ne

puisse tracer qu'une seule et unique ligne droite; par M. Breton

(de Champ). [Probi. 3 1 , t. I , p. Sg'i .1 Gi

Fin du même article ; par le même i3o

Dans un tétraèdre OABC trirectangle en O, la somme des carrés

des tangentes des angles ABO, ACO est égale au carré de la tan-

gente de l'angle dièdre qui a BC pour arête. [Probl. 216, t. VIII

,

p. 394.] Par M. L. Nicolas 44 '

Si l'on coupe un cône droit par un plan , et que l'on projette la sec-

tion sur un plan perpendiculaire à l'axe du cône et mené par le

sommet , la projection aura ce sommet pour foyer, et pour direc-

trice la trace du plan sécant sur le plan de projection. [Pro-

blème 214 > !• ^'l'I , [I. 3ç)3.] Par M. Jmifroid '1 î
'
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QUESTIONS D'EXAMEN.

I. Arithmétique.

Pages.

Théorèmes sur les diviseurs fractionnaires en arithmétique; par

M. O. Tertfueni 246

II. Algèbre élémentaire.

Plusieurs théorèmes relatifs aux fractions continues; par M. O. Ter-

ijuem 4^

III. Algèbre supérienre.

ij)[x)=zo étant U!ie équation algébrique du degré n, et ayant n ra-

cines inégales x, , x. , a-, , . .
.

, xn , on a

= ;

par M. Tillol 1 .'(S

l\. Géométrie élémentaire.

Inscrire dans un cercle donné un trapèze dont i'aire et les côtés

non parallèles sont donnés : cas général du quadrilatère
;
par

M. O. Terquem 98

Étant donné un parallélogramme ARCD , on mène une droite LL'

perpendiculaire à ses deux côtés opposés AB, CD, laquelle ren-

contre le premier côté en a' et le prolongement du second en a:

cette droite rencontre les deux autres côtés AC, BD en J', 6 et les

deux diagonales BC, AD en c' et c. On demande de prouver que

les circonférences des cercles décrits sur les trois segments na'

,

hb', ce', comme diamètres, ont les mêmes points d'intersection.

On examinera si le théorème aurait encore lieu dans le cas où la

droite LL' sei'ait oblique aux deux côtés AB, CD, au lieu de leur

être perpendiculaire (composition du concours général de 1849,

mathématiques élémentaires)
;
par M. E. Lorieux 369

Solution du même problème , solution trigonométrique; par M. S.. 4oi

V. Géométrie analytique à denx dimensions.

Constructions géométriques des expressions algébriques
; par M. O.

Terquem 1
/J 'l

1°. Etant donnés un cercle et un point pris dans l'intérieur du
cercle, trouver sur la polaire un point tel, qu'en menant par ce-

point et le pôle une sécante, le segment moyen divisé par le seg-

ment extérieur soit égal à une quantité donnée ;
2" avec les
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Pages

.

mêmes données, trouver sur la polaire deux points tels, qu'en

menant par chacun et le pôle une sécante, et divisant le segment

moyen parle segment extérieur, la somme des carrés des quotients

soit égale à une quantité donnée (composition écrite de l'École

Polytechnique, année i8/|6, t. V, p. 70/) : question 14 ); par

M. 0. Terqueni 216

Propriétés des diamètres (article relatif à celui de M. Harel sur les

coniques homofocales , même volume, p. 234 )> P^'' '^' même. ... 281

Une courbe algébrique qui a un diamètre et une asymptote, a en-

core une seconde asymptote (énoncé 10, t. Vlll, p. 221); par le

même 288

Étant données dans un même plan une ellipse et une droite située

en dehors de la courbe, on suppose qu'on prenne sur cette droite

divers systèmes de deux points (a, a') conjugués relativement à

l'ellipse, de manière que la polaire de l'un de ces points a passe

par l'autre a ', et l'on propose : 1° de démontrer qu'il existe dans

le plan deux points fixes tels, que de chacun d'eux on voie

chaque segment aa' sous un angle droit; 2" de déterminer le lieu

géométrique de ces points, lorsque la droite donnée se meut pa-

rallèlement à elle-même. [Problème du grand concours général

de 1849.] Par M. /. Vieille 317

Vi. Géométrie analytique à trois dimensions.

Équation de l'hyperboloïde de révolution à une nappe; par M, Tillol. 149

Vil. Qaestions à résoudre.

iV°S igg, 200, 201 , 202, ao3 44

N°s 2o4 , 2o5 , 206 , 207 • 07

NOS 208, 209 236

NOS 210, 211, 212, 2i3, 214, 2T5, 216 392

Énoncés de questions proposées pour l'admission à l'École Poly-

technique, 1848 220 et 3oo

Compositions écrites proposées pour l'admission à l'École Poly-

technique , 1 849 • 383

Théorème à démontrer sur les arcs de courbe. (Strebor.) i5i

Compositions du concours général de 1849 6" mathématiques spé-

ciales et en mathématiques élémentaires 3i5

Questions de l'agrégation pour les lycées en 1849 ^94

Grand prix de mathématiques de l'Institut national pour i85o 362

Énoncé de plusieurs propriétés de l'ellipse et de l'hyperbole 64

Plusieurs théorèmes sur le triangle rectangle,, dont trois ont été dé-

montrés , t . I
,
p . 1 8('| -564
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t'iusieurs théorèmes de la géométrie de situation , d'après M. Cayley.

( Journal de M . Crelle . ) 4 1

5

Rectification du théorème énoncé dans l'article sur les normales des

coniques de M. Catalan, t. VII. p. 334; pa*" ^ ^'^ Pistoris (i.5

Vin. IVotes diverses.

Note sur une inscription grecque A! yscafiÎTp/jzoi jj.riSiii eÏt/tu; par

M. A.-J.-H. Vincent 65

Programme rétrograde d'admission à l'École Polytechnique, i849;

par M. O. Terquem 74

Analyse du premier cahier du Journal de M. Crelle, t. XXXII, 1846

( suite de l'article du t. VI, p. 34 1 de ce journal); par le même.

.

102

Fin de cet article
;
par le même 228

Cours sur la théorie des nombres au Collège de France; par leméme. i5i

Biographie de Cirodde; par le même 2o3

Biographie de Richard
;
par le même 448

— Note sur Galois ( Évariste ) ;
par le même 4^2

Cours de l'École navale de M. V. Caillet; par M. Terquem [Paul).

.

208

Divers noms donnés à des ellipsoïdes en Angleterre; par M. O.

Terquem 227

Grand prix de mathématiques de l'Institut national à décerner

en i85o 362

Journal de M. Crelle, t. XXXII, 1846; par M. 0. Terquem 366

De novo coordinatarum systemate; par le même 387

Cours d'Algèbre supérieure de M. J.-A. Serrét
;
par le même 389

Quelques théorèmes généraux d'un grand usage dans les hautes ma-
thématiques, de Stewart, de Breton (de Champ); par le même.. 390

IX. Bibliographie.

Mécanique moléculaire de M. Cauchy 79

Éléments d'arithmétique
;
par M. E. Lionnet 80

Exercices d'analyse numérique; par M. Y .-A, Lcbesgue 87

Traité élémentaire de navigation; par M. V. Caillet 208

Cours de l'École navale
;
par le même Ibid.

Complément des éléments d'arithmétique; par M. E. Lionnet 23,5

Traité d'arithmétique; par M. Joseph Bertrand 3i4

Traité élémentaire de cosmographie; par M. Amyot 386

Traité élémentaire d'algèbre; par MM. Choquet et Mayer 4-9

Mémoire sur les fonctions arbitraires exprimées par des intégrale?

doubles
;
par M. A. Pioche 43 '

Mémoire sur les points singuliers des surfaces; par M. Benjamin

Amyot 43'.'
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QUESTIONS NON RÉSOLUES

Dans les huit premiers volumes

.

TOME I.
TOME VI.

NOS.
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ERRATA.

TOME II. [Sixième supplément.)

Page io2, ligne 14 en descendant, au lieu de A' lisez R'.

TOME V. [Troisième supplément.)

Fage 191, ligne 5 en remontant, au lieu de Fnx*z" lisez¥nx" z".

Page 640, ligne 8 en remontant, au lieu de (4) lisez (A).

TOME VI. [Deuxième supplément.)

Page i6o, ligne 4 en remontant, au lieu de a^ Vy^ -\- b'' a''
a'^ lisez

Page 393, ligne 7 en descendant, au lieu de u lisez x.

TOME VII. [Premier supplément.)

Page 24, ligne 7 en remontant, au lieu de i' lisez «'.

Page 319, ligne 2 en descendant, au lieu de 01 lisez cosu.

TOME VIII.

Page 44» Jig"e 4 ^" remontant, au lieu de An lisez A,i(n~i).

Page 45, ligne 2 en remontant, au lieu de { — 1) lisez ( — i)".

Page 58, ligne 7 en remontant, au lieu de BQ lises PQ.

Page 58, ligne 14 en descendant, au lieu de AP- lisez AP'.

Page 141 j ligne 16 en descendant, au lieu de quatre lisez quinze.

Page 393, ligne 9 en descendant, au lieu de cos (
i tt -h •/ ) lisez

sin (ÎT-t- •/—?).

Page 393, ligne 16 en descendant, au lieu desin^Tv lisez "isln ^7:.

PARIS. IMPRIMERIE DE BACHKIIKR ,

lue du Jardinet , n° 12.
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